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Die Sterne

Ich sehe oft um Mitternacht,

wenn ich mein Werk getan

und niemand mehr im Hause wacht,
die Stern am Himmel an.

Sie gehn da, hin und her, zerstreut
als Ladmmer auf der Flur;

in Rudeln auch, und aufgereiht
wie Perlen an der Schnur;

und funkeln alle weit und breit,
und funkeln rein und schon;

ich seh die grofle Herrlichkeit,
und kann nicht satt mich sehn...

Dann saget unterm Himmelszelt
mein Herz mir in der Brust;
Es gibt was Bessers in der Welt

als all ihr Schmerz und Lust.
Matthias Claudius
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Kapitel 1

Einleitung

Die kosmische Mikrowellenhintergrund (CMB!) wurde 1965 von Penzias und Wilson [1]
als nicht-instrumentelles, isotropes Rauschen mit einer Strahlungstemperatur von 3 K
entdeckt. Diese Hintergrundstrahlung interpretierten Dicke et al. [2] als Uberbleibsel
eines heifilen Urknalls. Damit wurde die CMB-Strahlung neben der Hubble-Expansion [3]
und der Erkldrung der relativen Héufigkeiten von leichten Elementen durch Gamov [4]
eine der wichtigsten Stiitzen der Urknalltheorie.

Untersuchungen mit dem FIRAS? Instrument des COBE?-Satelliten ergaben, daf
der kosmische Mikrowellenhintergrund das Spektrum eines schwarzen Strahlers der Tem-
peratur Ty = 2.7284+0.004 K [6] hat. Nach Abzug der Dipolanisotropie (AT /Ty ~ 1073),
welche eine Folge der Erdbewegung? relativ zum CMB ist, zeigten sich Anisotropien von
einigen Mikrokelvin in der Temperatur des CMB. Diese Anisotropien kénnen verschie-
dene Ursachen haben, was im folgenden verdeutlicht werden soll.

Im anfénglich sehr heiflen und dichten Kosmos befinden sich Materie und Strahlung
im thermodynamischen Gleichgewicht. Die Schwankungen in der Temperatur der Strah-
lung sind dann im allgemeinen an die primordialen® Fluktuationen in der Materiedichte
gekoppelt. Mit zunehmender Ausdehnung des Universums kiihlt sich dieses langsam
ab, bis sich schlieBlich, etwa 300000 Jahre® nach dem Urknall, aus den urspriinglich
ionisierten Plasma erste neutrale Atome bilden (Rekombination) und der Kosmos da-
mit durchsichtig wird. Die Strahlung (7" ~ 3000 K) kann sich nun nahezu ungestort im
Universum ausbreiten und die Informationen {iber die Keime der von uns heute beob-
achteten Strukturen davontragen. Diese Strahlung empfangen wir infolge der Expansion
des Universums stark rotverschoben (T ~ 3K) als CMB.

Auf dem Weg durch das Universum bleibt die CMB-Strahlung nicht unbeeinfluit von
den Strukturen der Materie. Neben den primordialen Anisotropien entstehen sekundére
Anisotropien, deren Ursachen sich grob auf zwei Arten von Effekten zuriickfithren lassen:
Gravitationseffekte (z.B. Sachs-Wolfe-Effekt, Gravitationslinseneffekt; siehe Ubersichts-
artikel von White et al. [7], Cooray et al. [8]) und Comptonstreuung. Hier soll néher auf
die Comptonstreueffekte eingegangen werden.

1Cosmic Microwave Background

2Far Infrared Absolute Spectrophotometer [5]

3Cosmic Background Explorer [5]

“Diese besteht aus der Uberlagerung von der Bewegung der Erde um die Sonne, der Bewegung der
Sonne um das Zentrum unserer Galaxie, der Bewegung der Milchstrafle relativ zum Schwerpunkt der
lokalen Gruppe und der Bewegung der lokalen Gruppe relativ zum CMB.

Sprimordial (lat.) urspriinglich; vor Beginn der Nukleosynthese in den Sternen

%Die kosmologische Rotverschiebung z ist eine Folge der Hubble-Expansion. In Abhingigkeit von
der zugrundeliegenden Kosmologie 148t sich die Zeit ¢ als Funktion dieser Rotverschiebung ausdriicken:
t = F'(z). Typischerweise entspricht z = 0 der Gegenwart, z ~ 1 der Hilfte des Alters des Universums
(10 — 12 Milliarden Jahre) und z ~ 1000 dem Zeitpunkt der Rekombination des urspriinglich ionisierten
Plasmas im Universum.
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Zwischen z = 10—20 kommt es zur Reionisation der Materie des Universums, wahr-
scheinlich durch die Strahlung der ersten astrophysikalischen Objekte”. Dadurch entste-
hen freie Elektronen, welche mit der CMB-Strahlung in Wechselwirkung treten kénnen.
Die Comptonstreuung der Photonen des CMB fiihrt dabei zum einen zur Verschmie-
rung der primordialen Anisotropien, zum anderen zu neuen Anisotropien. Ein wichtiger
Effekt in diesem Zusammenhang ist der Sunyaev-Zeldovich-Effekt (SZE) [9, 10], der
auf Comptonstreuung der Photonen des CMB an freien Elektronen in Galaxienhau-
fen beruht und Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist (Kap.3). Der SZE bewirkt eine
Anderung der Temperatur des CMB im Rayleigh-Jeans-Bereich in der Richtung von
Galaxienhaufen um einige Mikrokelvin. Uber den SZE lassen sich weit entfernte Gala-
xienhaufen indirekt durch ihre Signatur im CMB beobachten (siehe Ubersichtsartikel
von Rephaeli [11]).

Die Beitriige der einzelnen genannten Effekte zu den Anisotropien des CMB sind
stark von den verschiedenen kosmologischen Parametern abhéingig, wie beispielsweise
der Hubble-Konstanten Hy, der mittleren Materiedichte €2, der Vakuumenergiedichte
Q4, sowie den genauen Zeitpunkten der Rekombination und Reionisation, dem Anteil
nichtbaryonischer Materie und der Inflation. Durch Simulationen auf Basis von linearer
Storungstheorie lassen sich die Spektren der Anisotropien (Multipolmomente) in der
CMB fiir verschiedene kosmologische Modelle berechnen.® Durch genaue Messungen
des tatsdchlichen Spektrums der Anisotropien 148t sich zwischen verschiedenen kosmo-
logischen Modellen unterscheiden. Mit den Ballon-Experimenten BOOMERANG? und
MAXIMA'® wurde hierzu nach COBE in jiingster Vergangenheit Pionierarbeit mit in-
teressanten Ergebnissen geleistet [13, 14].

Auch zukiinftige Missionen zur Messung der Anisotropien sind schon geplant: Im Juli
2001 wird die Satellitenmission MAP!'! gestartet, welche eine im Vergleich zu COBE um
den Faktor 10 genauere Kartierung des CMB liefern soll. An Bord von MAP sind auch
Polarimeter zur Bestimmung der Anisotropien in der linearen Polarisation des CMB vor-
gesehen. Die Entstehung von Polarisation kann ebenfalls simuliert werden und bietet
eine weitere Moglichkeit zur Unterscheidung zwischen einzelnen kosmologischen Model-
len [16]. Die Satellitenmission PLANCK!?, die im Jahre 2007 gestartet werden soll, wird
mit einer nochmals gesteigerten Winkelauflésung und in anderen Frequenzbéndern das
Spektrum der Anisotropien messen und damit weitere wichtige Erkenntnisse liefern.

Bei der Untersuchung und Interpretation der Anisotropien von Temperatur und Po-
larisation des CMB ist die genaue Kenntnis zusétzlicher Vordergrundeffekte von grofier
Bedeutung. So liefert zum Beispiel der Staub innerhalb unserer Galaxie, der durch
die ultraviolette Strahlung von Sternen auf Temperaturen zwischen 10 — 200 K geheizt
wird, einen messbaren Beitrag zum Gesamtsignal im Mikrowellenbereich. Da das Streu-
licht von Staub teilweise linear polarisiert ist, wird die Deutung von Polarisationsmes-
sungen durch diesen ebenfalls erschwert [17]. Die genaue Kenntnis der Verteilung die-
ser flichenhaften Quellen ist daher sehr wichtig fiir die Analyse der Messdaten. Auch
andere Radioquellen (z.B. Radiogalaxien, Radiostrahlung von Galaxienhaufen) tragen
zum ,astrophysikalischen Vordergrund“ bei. In dieser Arbeit sollen die Beitréige loka-
ler Strémungen des intergalaktischen Mediums von Galaxienhaufen (ICM'?) zum SZE
als weiterer moglicher astrophysikalischer Vordergrund untersucht werden. Stromungen
mit Pekuliargeschwindigkeiten relativ zum CMB werden durch Inhomogenitidten der

“sog. Pop-II1-Sterne sowie vermutlich Quasare und AGN

8Gewdhnlich wird hierzu das Programm CMBFAST von Seljok und Zaldarriaga [12] verwendet.
“Balloon Observation Of Millimetric Extragalactic Radiation and Geophysics [13]

1OMillimeter Anisotropy eXperiment IMaging Array [14]

" Microwave Anisotropy Probe [15]

2Name zu Ehren von Maxz Planck

BIntra-Cluster Medium



Materieverteilung im Universum auf Skalen R < 100 Mpc (1 Mpc =~ 3.09 - 10?2 m) sowie
durch die Dynamik der strukturbildenden Prozesse induziert [18]. Drehimpulsaustausch
bei der Wechselwirkung von Galaxienhaufen oder Transportprozesse bei der Bildung
von Galaxienhaufen kénnten auch rotierende Galaxienhaufen erzeugt haben. Eine Ro-
tation des ICM steht nicht im Widerspruch zum kosmologischen Prinzip, welches ein
Universum mit Netto-Drehimpuls Null impliziert. Gravitativ gebundene Systeme auf
der Skala von Sternen und Planeten bis zu Galaxien (~ 10kpc) weisen generell innere
Stromungen und Rotation auf. Deshalb soll hier insbesondere eine mogliche Rotation
des ICM in Hinblick auf messbare Signaturen untersucht werden.

In dieser Arbeit werden die relative Intensitétsédnderung und Polarisation des CMB
auf Grund des SZE eines rotierenden intergalaktischen Mediums behandelt. Dabei soll
insbesondere erstmals gekléirt werden, wie sich Rotationen des ICM auf die Interpreta-
tion von SZE-Messungen und die Morphologie des Temperaturdekrements auswirken.

Zu Beginn dieser Arbeit, in Kapitel 2, werden die benttigten physikalischen Grund-
lagen dargestellt. In Kapitel 3 findet man eine detaillierte Beschreibung des SZE und
seiner astrophysikalischen Anwendungen. Die Thomsonstreuung polarisierter Strahlung
wird in Kapitel 4 erldutert und findet in Kapitel 5 Anwendung bei der Beschreibung der
Streuung des CMB am Elektronenmedium von Galaxienhaufen. In den Kapiteln 6 und
7 werden die Beitrige der Rotation des intergalaktischen Mediums von Galaxienhau-
fen zur relativen Intensitdtsdnderung und zur Polarisation des CMB in Richtung von
Galaxienhaufen untersucht und diskutiert. Hierbei steht eine sorgfiltige Bewertung der
gewonnenen Ergebnisse in Hinblick auf ihre Messbarkeit im Mittelpunkt.

In der vorliegenden Arbeit sind besonders wichtige Formeln eingerahmt. Im Anhang
findet man ein Verzeichnis der verwendeten Abkiirzungen.
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Kapitel 2

Grundlagen

In diesem Kapitel werden die fiir die weiteren Rechnungen wichtigen physikalischen
Grundlagen behandelt.

2.1 Definitionen

Um Miflverstéindnisse in den Schreibweisen fiir Konstanten Vektoren, Vierervektoren
und Matrizen zu vermeiden, werden diese hier vorab festgelegt.

Naturkonstanten und astronomische Mafleinheiten

In physikalischen Gleichungen tauchen bestimmte Konstanten sehr hiufig auf. Um zu
vermeiden, dafl man nach jeder Gleichung zitieren muf3, welche Gréflen in dieser enthal-
ten sind, werden hier einige Bezeichner eindeutig festgelegt:

Name Symbol  Wert SI-Einheit
Lichtgeschwindigkeit c 299 792458 m-s~!
Boltzmann-Konstante kp 1.380650 3(24) 10723 - K1
Plancksches Wirkungsquantum  h 6.626068 76(52) 10734 J -
Elementarladung e 1.602176462(63) 10719C
Ruhemasse des Elektrons Me 9.10938188(72) 107 3'kg
Ruhemasse des Protons mp 1.67262158(13) 102" kg
Thomson-Wirkungsquerschnitt o 6.652 458 529 1072% cm?
Klassischer Elektronenradius Te 2.81794028 10~1%m?
Stefan-Boltzmann-Konstante S 5.670 400 10°8W.-m=2. K4

Tabelle 2.1: Wichtige Konstanten aus den Physikalische Blédtter, Mérz 2000 [19]. Die Zahlen
in Klammern geben die Unsicherheit in den letzten Stellen des Wertes an.

Name Symbol  Wert SI-Einheit
Sonnenmasse Mg 1.9891 1030 kg
Sonnenleuchtkraft Lg 3.8268 1026 W
Hubble-Konstante H, 65+ 15 km s~ Mpc!
Linge eines Parsecs pc 3.085678 10'%m

Lénge eines Lichtjahres Lj 9.460530 10°m

Tabelle 2.2: Astronomische Mafeinheiten aus Weigert [20].
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Vektoren und Vierervektoren

Im allgemeinen soll gelten, dafl x einen dreidimensionalen Vektor darstellt, wihrend =
einen Vierervektor im Minkowskiraum bezeichnet. Letzter hat die Form:

x = (zo,) . (2.1)
Das Viererskalarprodukt wird wie gewohnt durch
ab = aon —a-b (2.2)

berechnet. Des weiteren sollen die Viererimpulse von massebehafteten Teilchen mit p,
die von Photonen mit k& bezeichnet werden. Dabei gilt:

p = po-(1,8) (2.3)
k = k()'(l,’n),

worin B der auf die Lichtgeschwindigkeit ¢ normierte Geschwindigkeitsvektor des Teil-
chens und n der normierte Vektor in Richtung des Photonenimpulses sind. Die Null-
komponenten der Viererimpulse sind durch

pg = mc (2.5a)
h

ko = 2 (2.5b)
c

gegeben. Hierin sind v die Frequenz des Photons, h das Plancksche Wirkungsquantum
und m die relativistische Masse, welche durch

gegeben ist. Dabei sind m( die Ruhemasse des Teilchens und v der Lorentzfaktor, wel-

cher als ]
SE (2.7)

V1— 32
definiert ist. Es wird stets explizit angegeben, wenn es sich in Gleichungen um die
Ruhemasse mg handelt. [21, 22]

Matrizen

Bei der Beschreibung des Streuprozesses von Photonen an Elektronen werden die Stokes-
vektoren mit Hilfe von 4 x 4 Matrizen transformiert (vgl. Abschnitt 4.3). Matrizen seien
allgemein durch einen Grofibuchstaben mit Dach gekennzeichnet. Als Beispiel diene die
Transformationsmatrix fiir die Stokesvektoren

1 0 0
0 cos2x sin2y
0 —sin2y cos2yx
0 0 0

~>
|
= o O O

unter Drehung der Polarisationsbasis um den Winkel x (vgl. Abschnitt 4.2).

2.2 Speziell relativistische Beziehungen

In diesem Abschnitt werden wichtige Beziehungen der speziellen Relativitdtstheorie zu-
sammengestellt.
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Viererquadrat

Bei Vierervektoren kann man bereits an deren Definition einige Eigenschaften ablesen.
Fiir den Viererimpuls eines massebehafteten Teilchens gilt allgemein

P> =mic. (2.8)

p? ist also eine vom Bezugssystem unabhiingige Konstante. Fiir den Viererimpuls eines
Photons 148t sich analog schreiben

E*=0. (2.9)

Man bezeichnet daher Vierervektoren, deren Viererquadrat = 0 ist, als lichtartig. [21]

Lorentz-Transformation

Betrachtet man zwei Inertialsysteme K und K’, die sich gegeneinander mit der kon-
stanten Geschwindigkeit v bewegen, so hat die Transformation des Vierervektors x vom
System K nach K’ die Form

o =Ap)x (2.10)

Die Lorentz-Matrix f\(ﬂ) héngt im allgemeinen von der Orientierung der Koordi-
natenachsen der Systeme zueinander ab. Liegen die Achsen von K und K’ parallel
zueinander und bewegt sich der Ursprung von K’ in positive a-Richtung, so ist A(3)
durch

vy =By 00

- -3 0 0

Aoy=1 0 0 1o (2.11)
0 0 0 1

gegeben. In diesem Fall spricht man von einem Boost in z-Richtung. Den allgemeinen
Fall kann man aus (2.11) durch Drehung der Koordinatenachsen um entsprechende
Winkel erhalten. In anderer Form kann man allgemein auch

zy, = v(zo—x-B) (2.12a)
x-B)B

schreiben. Die inverse Transformation erhilt man durch Ersetzen von v durch —w.
[21, 22]

= z+(y-1)

Doppler- und Aberrationsformel

Der klassische Dopplereffekt bei Schallwellen duflert sich in einer Verdnderung der Fre-
quenz des Signals in Abh#ngigkeit von der Bewegungszustand der Quelle bzw. des
Empfiingers. Fiir Licht findet man einen dhnlichen Effekt, der sich aus folgenden Uber-
legungen ergibt: Betrachtet man zwei Inertialsysteme K und K’, welche parallele Koor-
dinatenachsen haben und sich in z-Richtung mit v relativ zueinander bewegen, so kann
man ein sich unter dem Winkel 8 zur z-Achse in der x, z-Ebene ausbreitendes Photon
k = ko(1,cos,sin6,0) mit einem Boost nach (2.11) in das System K’ transformieren.
Aus der zeitlichen Komponente von k' erhilt man die Dopplerformel

vV =~v (1 - fBcosb), (2.13)

welche das relativistische Analogon zum klassischen Dopplereffekt von Schallwellen be-
schreibt: Bewegen sich Quelle und Empfianger aufeinander zu, so ist das Licht blau-
andernfalls rotverschoben. Es gibt im Gegensatz zum klassischen Dopplereffekt keinen
Unterschied mehr zwischen Bewegung der Quelle bzw. des Empfangers.
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Die Ausbreitungsrichtung des Photons in K’ wird durch die Aberrationsformeln
beschrieben. Diese ergeben sich aus den rdumlichen Komponenten von &’ als

_ 32
cos = 80 —8 sing — Y1—[sind (2.14)
1— Bcosb 1— Bcosb

Bewegt sich das Photon in K genau entlang der z-Achse, so ist dies auch in K’ der Fall.
Die obigen Formeln werden spéter benttigt, um das Spektrum der kosmischen Mi-
krowellenhintergrundstrahlung in ein bewegtes Bezugssystem zu transformieren. [21]

Transformationsverhalten der spektralen Intensitit

Als néchstes wird das Transformationsverhalten der spektralen Intensitit I, untersucht.
Dazu geht man von folgender Beziehung fiir die Energiedichte u, der Photonen im
Phasenraum aus:

hv f pPdp dQ = u, (Q) dv dQ.

Hierin ist f die Phasenraumdichte. Die Energiedichte w, ist iiber u, = I,,/c mit der
Intensitét verkniipft. Fiir den Betrag des Impules p eines Photons gilt: p = hv/c. Hieraus
folgt:

ht 1

=V fdvdQ==1,dvdQ.
C

c
Dies zeigt, daB I,,/v® das gleiche Transformationsverhalten wie die Phasenraumdichte

f hat. Fir f gilt:

dN

f= dBxd3p”

Die Teilchenzahl dN ist eine Lorentzinvariante. Das gleiche gilt auch fiir das Phasen-
raumvolumen d3z d®p, da die Kontraktion von d®z’ die Dilatation von d®p’ aufhebt.
Damit ist insgesamt auch f lorentzinvariant. Daraus folgt:

—Z; = Lorentzinvariante . (2.15)
v

Hieraus ergibt sich, dafl der Polarisationsgrad und die relative Intensitétséinderung eben-
falls Lorentzinvarianten sind:

Py _ sz,pol _

7 = Lorentzinvariante (2.16a)

Al

i Y = Lorentzinvariante (2.16D)
v

Mit (2.16a) ist auch die iiber die Frequenz integrierte Polarisation P = [ P, dv lorent-
zinvariant. [23]

2.3 Kosmologie

Auf astronomischen Skalen wird die Dynamik der Materie durch die Gravitation be-
stimmt. Die Gravitation wird durch die allgemeine Relativitdtstheorie beschrieben.
Durch einschrinkende Annahmen kann man mit Hilfe dieser einfache Modelle des Kos-
mos aufstellen. In diesem Kapitel wird auf die Friedmann-Robertson-Walker-Kosmologie
(FRW-Kosmologie) eingegangen.



2.3 KOSMOLOGIE

Standardmodell des Kosmos

Auf Skalen von einigen Kiloparsec (1kpc ~ 3.09 - 10! m) findet man Galaxien, die
typischerweise aus 10'% Sternen aufgebaut sind. Galaxien wiederum treten in Ansamm-
lungen auf: Bei einer Zahl von < 50 Galaxien spricht man von Gruppen, bei einer Anzahl
> 50 von Galaxienhaufen. Die Grofle von Galaxienhaufen liegt typischerweise im Be-
reich von 2 — 5 Mpc. Die néchstgroBeren Strukturen sind die Superhaufen, welche aus
Galaxienhaufen aufgebaut sind und eine Gréfle von 10 — 20 Mpc aufweisen. Diese Su-
perhaufen sind iiber sogenannte Mauern miteinander verbunden, welche grof3e Bereiche
(~ 50 Mpc) von scheinbarer Leere, die sogenannten Voids, umspannen.

Modelle des Kosmos sollen die zeitliche Entwicklung des Universums auf Skalen be-
schreiben, die noch grofier sind als die oben genannten Strukturen. Man geht daher von
der Vereinfachung aus, dafl die Verteilung der Materie homogen und isotrop ist. Ho-
mogen bedeutet, dafl die Dichte der Materie nidherungsweise konstant ist. Die Isotropie
impliziert, daf} es keine ausgezeichnete Richtung im Universum gibt. Man spricht in die-
sem Zusammenhang auch vom kosmologischen Prinzip, nach welchem der Mensch
ein nicht ausgezeichneter Beobachter des Universums ist.

Die Homogenitét und Isotropie stellt eine starke Einschrankung an die Raumstruktur
des Kosmos dar. Die Metrik, welche aus diesen Forderungen folgt, ist die Robertson-
Walker-Metrik (RW-Metrik)

ds® = 2 dt* — R(t)? [d)(2 + fr(x) (d02 + sin? 9dg02)] . (2.17)

Hierin ist R(t) der kosmische Skalenfaktor, x die Abstandskoordinate, § und ¢ Win-
kel in Kugelkoordinaten. Die Funktion f(x) ist durch

sin x fir k=1

Jelx) =9 X fir k=0 (2.18)
sinh x fir k=-1

gegeben, wobei £k = 1 einen Raum positiver, & = 0 verschwindender und k¥ = —1
negativer Kriilmmung bedeutet. Definiert man den dimensionslosen Skalenfaktor
R(t)

alt) = 5 (2.19)

mit Ry = R(tp), so kann man mit Hilfe der Einsteinschen Feldgleichungen mit kosmo-
logischer Konstanten A aus der RW-Metrik (2.17) die Differentialgleichungen

a B 47 G

A
a _ P)+ = 2.2
" 3 (p+3 )+3 (2.20a)
a2 871G k A
— = - 4+ = 2.20b
a2 3 P T @R T3 (2.20b)

berechnen. Es wurde dabei ¢ = 1 gesetzt. Hierin sind p = p(t) bzw. P die ortsun-
abhéingige, mittlere Energiedichte der Materie und der Strahlung bzw. der Druck. Zur
Losung von (2.20) muB man noch eine Zustandsgleichung P = P(p) hinzunehmen.
Fiir nichtrelativistische Materie ist der Druck P gegen die Dichte p vernachldssigbar
(P < p).

Aus Gleichung 2.20b kann man direkt die sogenannte kritische Dichte p. ablesen,
bei der die Kriimmung des Universums k& = 0 ist:

A 3 @
87G ~ 8nG a?’
Alle Dichten werden gewdhnlich in Einheiten der kritischen Dichte p.(tp) zum heutigen
Zeitpunkt to definiert. [24, 25, 20]

pe=p+ (2.21)
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Hubble-Gesetz

Zur Bestimmung des Abstandes zwischen zwei Punkten legt man einen Punkt in den
Koordinatenursprung. Wegen des kosmologischen Prinzips bleiben die grundlegenden
Gleichungen dadurch unverdndert. Der Abstand D zu einem zweiten Punkt ist dann
gegeben durch

X

D= [ R(t)dx' = R(t) x.
/

Die Geschwindigkeit, mit der sich die Punkte auf Grund der Ausdehnung des Raumes
relativ zueinander bewegen, ist durch

: R
=Ry==0D 2.22
v=Rx=4 (2.22)
gegeben. Dies ist das Hubble-Gesetz mit der zeitabhéngigen Hubble-Konstanten
R
H=—=- 2.23
Z=2, (2:23)

welches besagt, dafl die Fluchtgeschwindigkeit v zweier Punkte im Universum propor-
tional zu ihrer Entfernung D ist. Die Fluchtgeschwindigkeit ist eine Folge der Expansion
des Raumes. Aus ihr ergibt sich die kosmologische Rotverschiebung z.

Man definiert den heutigen Wert der Hubble-Konstanten als Hy = ag/ap, mit
ao = a(tp). Verschiedene Messungen legen den Wert von Hp auf 65+15km -s~! - Mpc~!
fest. Die genaue Bestimmung der Hubble-Konstanten ist fiir die Kosmologie von grofier
Bedeutung. [20]

Kosmologische Rotverschiebung

Ein Photon habe bei seiner Emission die Frequenz v,. Betrachtet man dieses Photon
nach einer Zeitspanne wieder, so besitzt es auf Grund der adiabatischen Expansion des
Universums eine gednderte Frequenz v,. Das Verhéltnis der beiden Frequenzen ist iiber

Ve _ a(ly)
v, a(te)

mit dem Skalenfaktor a(t) verkniipft, wobei ¢, der Zeitpunkt des Aussendens und ¢}, der

des Empfangens ist. Die Rotverschiebung z ist als relative Frequenzénderung

Ve — p

z =
Vb

definiert. Damit ist die kosmologische Rotverschiebung durch
_ a(ty)

a(te)

gegeben. Die kosmologische Rotverschiebung wird durch die zeitliche Anderung von a(t)
verursacht. Dariiber hinaus gibt es auch andere Ursachen fiir Frequenzverschiebungen:

~1 (2.24)

e Gravitationsrotverschiebung auf Grund der unterschiedlichen Gravitationsfelder
am Ort der Quelle und des Empféngers.

e Doppler-Effekt als Folge der Relativbewegung von Quelle und Empfanger.

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dafl der kosmische Mikrowellenhintergrund
als ruhend in der Hubble-Stromung betrachtet werden kann. Man kann diesen als Be-
zugssystem definieren, in welchem die Materie eine Pekuliarbewegung, d.h. eine Be-
wegung relativ zum Mikrowellenhintergrund, ausfiihrt, wenn die Gradienten des lokalen
Gravitationspotentials dazu Anlafl geben. [25, 26]
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Kosmologische Parameter

Die mittleren Dichten p und py = A/87G legen die Geometrie des Raumes fest. Die
Dichte p kann weiter als Summe von Materieanteil py, () mit der nichtrelativistischen
Zustandsgleichung P,, = 0 und Strahlungsanteil p,(¢) mit der relativistischen Zustands-
gleichung P, = p;(t)/3 geschrieben werden. Fiir die einzelnen Anteile zur Gesamtdichte
des Universums gilt:

pl(t) o< a(t)™
pet) o< a(t)™

pa(t) o< const

Unter Beriicksichtigung der Abhéngigkeit vom Skalenfaktor a(¢) und der Beziehung
(2.24) 148t sich fir den ersten und letzten Term der rechten Seite von (2.20b)

8nGp A 87Gpc(to) ((pm(t) | pr(t) | palt)
3 + g N 3 (Pc(to) * pc(tO) - pc(tO))
= HF (Qu(1+2)% + Q1+ 2)* + Q) (2.25)

schreiben. Hierin wurden €, 2, und 4 als

SWGpm(tO)
Q, - °r&Pmito) 2.26
3H? (2.262)
SWGpr(tU)
Q = —= 2.26b
8mGpa(to) A
[¢) — = 2.26
A 3H? 3H? (2.26¢)

definiert. Die Energiedichte des Universums wird heute von nichtrelativistischer Materie
dominiert (2, = 0.3+ 0.2, Q, ~ 1074).

Der zweite Term der rechten Seite von (2.20b) kann als Beitrag der Kriimmung des
Raumes zur Gesamtdichte aufgefat werden. Dieser ist proportional zu a(t) 2. Definiert
man die dimensionslose Dichte

k
Op = ——— 2.27
T (227)

so kann man die Gleichungen (2.20) fiir einen materiedominierten Kosmos (p, = 0, P = 0)
mit kosmologischer Konstanten A in die Form

= H{[Qp — (1 +2)3/2] (2.28a)

1/2

Qe 2|

= Hy[Qm(1+2)°+Qr(l+2)>+Qa]" = HyE(2) (2.28Db)

bringen. Die Funktion E(z) taucht hdufig in kosmologischen Rechnungen auf.
Im allgemeinen wird die Dichte Qg durch Q,,, ; und 2, ausgedriickt:

Qp = 1-Qn—0—Qy=1-0Q. (2.29)

Fiir ein flaches Universum (g = 0) stimmt die mittlere Dichte € mit der kritischen
Dichte iiberein: Q = Qy, + Q; + Qp = 1. [24, 26]
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Winkeldurchmesserdistanz

Ein Objekt, das den Eigendurchmesser d habe, befinde sich bei x und liege senkrecht zur
Sichtlinie. An der RW-Metrik (2.17) liest man ab, dafl der Winkel 1, unter dem dieses
Objekt von einem Beobachter bei y = 0 gesehen wird, mit dem Eigendurchmesser iiber

d=R(t)fr(x) ¥

verkniipft ist. Mit R(t) = Ro/(1 + z) nach Gleichung (2.24) erhélt man hieraus die sog.
Winkeldurchmesserdistanz

Ro fr(x)

A= (2.30)
welche den gemessenen, physikalischen Winkel 1) mit den Eigendurchmesser d verbindet.
Die Winkeldurchmesserdistanz ist von der Kosmologie, also von den Parametern
Ho, O, Q. und Q4, abhéingig. In welcher Weise, das verdeutlicht man sich folgenderma-
Ben: Ein Photon werde bei einer Rotverschiebung z, ausgesandt. Fiir dieses reduziert
sich die RW-Metrik bei radialer Ausbreitung (df = dp = 0) auf c|dt| = R(t) |dx|. Das

Differential der Zeit 143t sich umschreiben als

g = I gp= M _ AR AR _dz
~dR R (RH) dz (RH)’

Daraus kann man mit R = Ry/(1+4z) den Abstand Ryy der Quelle von einem Beobachter

bei z = 0 durch

zecdz c 7 dz
_ _c 2.31
Fox /H Ho/E(Z) (2.31)
0 0

berechnen. Der Abstand ist nur von der Kosmologie und der Rotverschiebung z abhéngig.
Daraus 148t sich y und damit Ry fi(x) bestimmen.

Beispielsweise ist die Winkeldurchmesserdistanz fiir einen materiedominierten Kos-
mos (2 = Qp = 0) durch

_EQZ—F(Q—Q) [VI+Qz—1]

D —
A7, 2(1+ 2) ’

(2.32)

bestimmt. Aus der Kenntnis der Winkeldurchmesserdistanz ergibt sich die M6glichkeit,
die Hubblekonstante in Abhéngigkeit von der zugrundegelegten Kosmologie zu berech-
nen. [27, 24, 26]

2.4 Plancksches Strahlungsgesetz

Im allgemeinen ist die emittierte Strahlung eines Objektes von unterschiedlichsten Grofien
abhéngig. Das Spektrum eines schwarzen Koérpers — d.h. eines Korpers, der alle auf ihn
eintreffende Strahlung unabhéngig von der Frequenz absorbiert — hingt dagegen nur
von dessen Temperatur ab. Die spektrale Energiedichte als Funktion der Frequenz v
und der Temperatur 7" wird durch das Plancksche Strahlungsgesetz

8t huv?
uy(T) = — (2.33)
€ eRT — 1

beschrieben. Die Ableitung dieser Gleichung gelang Maz Planck 1900 unter Verwendung
statistischer Methoden. Dabei entdeckte er — nachdem ihm die Herleitung bereits ge-
lungen war — das Plancksche Wirkungsquantum h und die Quantisierung der Energie
des Lichts.
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Abbildung 2.1: Schwarzkorperspektrum fiir verschiedene Temperaturen: Der kosmische Mi-
krowellenhintergrund hat das Spektrum eines schwarzen Korpers mit T' ~ 2.7K.

Die spektrale Intensitéit der Strahlung eines schwarzen Korpers ist durch
I, =cu, (2.34)

gegeben. In Abbildung 2.1 wurde [, fiir schwarze Korper verschiedener Temperatur
T dargestellt. Man erkennt deutlich eine Verschiebung des Maximums mit steigendem
T zu hoheren Frequenzen. Diese wird durch das Wiensche Verschiebungsgesetz
beschrieben:

Vmax = 2.821]%B T. (2.35)
Dieses ergibt sich aus der Losung der transzendenten Gleichung e*(3 — z) = 3 mit
x = hv/kpT, welche man aus der Ableitung von (2.34) nach der Frequenz erhélt.

Betrachtet man nun den hoch- bzw. niederfrequenten Bereich des Spektrums eines
schwarzen Korpers, so ergeben sich aus (2.34) fiir hv > kgT das Wiensche-Gesetz
und fiir hv < kpT' das Rayleigh-Jeans-Gesetz:

8 _ _hv

RS C—Z hye” BT hv > kT (2.36a)
8

PRSPy, % hy < kT . (2.36b)

Diese sind schon vor der Entdeckung der Planckschen Strahlungsformel experimentell
bestimmt worden und flossen direkt in die Herleitung von Planck ein. Im RJ-Limes ist
die Intensitét proportional zur Temperatur des schwarzen Strahlers.
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Integration von (2.34) iiber alle Frequenzen fiihrt auf das Stefan-Boltzmann-
Gesetz
I=ST". (2.37)

Dieses wurde erstmals 1879 von J. Stefan experimentell gefunden und 1884 von L.
Boltzmann theoretisch abgeleitet. Bei der Integration iiber die Frequenz ist folgendes

Integral zu 16sen:
o0
23 dx B 4
et —1 15’
0

womit die Stefan-Boltzmann-Konstante S durch

- 87r5k§
~ 15¢2h3

festgelegt wird. Deren Wert ist in Tabelle 2.1 aufgefiihrt.
Der kosmische Mikrowellenhintergrund hat das Spektrum eines schwarzen Korper
der Temperatur 7'~ 2.7K. [28]

2.5 Thomsonstreuung

Die Streuung von niederenergetischen Photonen (hv < mec?) an freien, ruhenden Elek-
tronen wird als Thomsonstreuung bezeichnet.

Der Streuprozefl 148t sich klassisch folgendermaflen beschreiben: Das ruhende Elek-
tron wird durch das Strahlungsfeld zur erzwungenen Schwingung mit der Frequenz w
des einfallenden Lichts angeregt. Dabei ist fiir die anregende Kraft nur das elektrische
Feld E = Egexp (i(k - r — wt)) von Bedeutung, da die Geschwindigkeit v auf Grund der
Schwingung des Elektrons so klein gegen die Lichtgeschwindigkeit c ist, dafl der Beitrag
von <v x B zur Lorentzkraft vernachléssigt werden kann. Die Schwingung ruft ein sich
zeitlich &nderndes Dipolmoment hervor, was zur Abstrahlung nach der Dipolformel

dP wt

0= 8 |po|? sin 6 (2.38)

fithrt. Sie beschreibt die je Raumwinkel d2 abgegebene Strahlungsleistung dP. Dabei
sind p, die Amplitude des Dipolmomentes und 6 der Winkel zwischen Dipolmoment und
Richtung von n des abgestrahlten Lichts (vgl. Abb.2.2). Im geschilderten Fall schwingt
das Elektron parallel zum elektrischen Feld, also in der Polarisationsebene des einfal-
lenden Lichts. Dieses sei zunéchst linear polarisiert mit dem Polarisationsvektor € (vgl.
Abschnitt 4.1). Dann gilt fiir die Amplitude des Dipolmomentes:

e2E,
Po =

: 2.39
ok (2.39)
In diesem Fall wird die Polarisationsebene des gestreuten Lichts von € und n aufge-
spannt.

Folgende Gleichung verkniipft die je Raumwinkel abgestrahlte Leistung mit der ein-

fallenden Intensitét:
dP do

A d
Dabei bezeichnet g—g den differentiellen Wirkungsquerschnitt, welcher die Dimen-
sion einer Flédche hat und proportional zur Streuwahrscheinlichkeit in einer bestimmten

(2.40)
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Abbildung 2.2: Abstrahlcharakteristik eines oszillierenden Dipols

Richtung ist. Setzt man (2.39) in (2.38) ein und vergleicht mit (2.40) unter Berticksichtig-

_ cE? . .
ung von [ = -2, so erhélt man:
do et 9 3 9
— = sin“f = — o sin“ 0. 2.41
aQ  mict 8w (241)
Hierbei ist o = 8{7“3 der zur Gesamtstreuwahrscheinlichkeit proportionale totale

Wirkungsquerschnitt, welcher aus der Integration von (2.38) iiber den vollen Raum-
winkel folgt. ro = me—QCQ ist dabei der klassische Elektronenradius, dessen Wert in
Tabelle 2.1 angegeben ist.

Fiir die Streuung von unpolarisiertem Licht ist der differentielle Wirkungsquerschnitt
durch J 5

o . 9
— =—op (1+sin°0) . (2.42)
(dQ)unpol 167

gegeben. Dieser setzt sich aus einem Anteil fiir unpolarisierte (o< or) und polarisierte
(ox o sin? §) Strahlung zusammen. [29)

2.6 Comptonstreuung

Nach der Streuung von Rontgenstrahlung an ruhenden, freien Elektronen stimmt die
Frequenz v/ der gestreuten Strahlung nicht mehr mit der Frequenz v der einfallenden
Strahlung iiberein. Dieser Effekt 148t sich nicht mit der klassischen Theorie der Thom-
sonstreuung erkléren, in welcher das Elektron durch das einfallende Licht zum Schwin-
gen mit der Frequenz v angeregt wird und deshalb auch wieder Licht dieser Frequenz
abstrahlt.

Arthur H. Compton 16ste 1921 das Problem, indem er den Streuprozef} als elastischen
Stofl zwischen relativistischen Lichtteilchen — Photonen — und Elektronen beschrieb: Der
Viererimpuls des ruhenden Elektrons sei vor dem Stofl durch p. = (pg, 0) gegeben, der
des Photons durch & = (ko, k). Nach dem Stofl habe das Elektron den Viererimpuls
p, und das Photon k' (vgl. Abb.2.3). Die Energie- und Impulserhaltung ist in Vierer-
schreibweise als

pet+k=p.+Fk (2.43)

gegeben. Mit Hilfe von (2.8) 148t sich der Viererimpuls des Elektrons nach dem Stof p.,
aus (2.43) eliminieren. Wegen Gleichung (2.9) bekommt man eine allgemeine Invariante
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Abbildung 2.3: Geometrie der Comptonstreuung eines Photons an einem ruhenden Elektron

des Comptonstreuprozesses
pelk — k') = kK. (2.44)

Setzt man die Vierervektoren von oben ein, so erhélt man mit pg = mec und kg = hv/c
nach einigen Umformungen

, v
v o= , 2.45
14 (1~ cos ©) (2:45)

mec?

wobei © der Winkel zwischen k und k" ist. Fiir Riickstreuung (0 = ) erfihrt das
Photon den gréBten Energieverlust. Fiir niederenergetische Photonen (hv < mec?) geht
die Comptonstreuung in Thomsonstreuung iiber.

An Gleichung (2.45) 1483t sich ablesen, daf die Photonen bei der Streuung an ruhen-
den Elektronen nur Energie abgeben kénnen. Dagegen nehmen die Photonen bei der
inversen Comptonstreuung, welche wichtig fiir den thermischen Sunyaev-Zeldovich-
Effekt ist, im Mittel Energie auf.

Klein-Nishina-Wirkungsquerschnitt

Mit Hilfe der Quantenelektrodynamik kann man den differentiellen Wirkungsquerschnitt
fiir die Comptonstreuung berechnen. Fiir unpolarisierte Strahlung erhélt man den Klein-
Nishina Wirkungsquerschnitt!

d _ 12 /
KN _ 3V <1 + 2 sin? @) . (2.46)
1%

ds? 1670 2\

Ist die Anderung der Frequenz bei der Streuung vernachlissighar (v//v ~ 1), so geht
dieser in den differentiellen Thomson-Streuquerschnitt (2.42) iiber.
Durch Integration iiber den gesamten Raumwinkel d) erhélt man aus (2.46) den
totalen Klein-Nishina Wirkungsquerschnitt
3 1 [{ 1 2(1+¢)

1 4 1
UK—NngTE —T}ln(1+2€)+§+g—m:| . (2.47)

Dabei ist &€ = 2, Gilt £ < 1, so redugziert sich (2.47) auf den totalen Thomsonstreu-

] mec?”
querschnitt:

OK-N — 0T fir £€—0. (2.48)

Fiir niederenergetische Photonen (hv < mec?) kann man also den Comptonstreuprozef
als Thomsonstreuung behandeln.

!Zur Ableitung siehe [30].
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Abbildung 2.4: Geometrie der Comptonstreuung eines Photons an einem bewegten Elektron

Inverse Comptonstreuung

Begrifflich bedeutet inverse Comptonstreuung, dafl nicht die Photonen Energie an die
Elektronen abgeben, sondern umgekehrt. Voraussetzung dafiir ist, daf} sich das Elektron
vor dem Stofl in Bewegung befindet. In diesem Fall ist der Viererimpuls des Elektrons
durch pe = ymec(1, B) gegeben. Setzt man dies in (2.44) ein, so ergibt sich

_ v(1— fcosa) (2.49)
1—[fcosa/ + W’;ﬁ(l — cos 09)

Hier sind o und o’ die Winkel zwischen der Bewegungsrichtung des Elektrons und der
Ausbreitungsrichtung des einfallenden bzw. auslaufenden Photons (vgl. Abb.2.4).

An (2.49) sieht man, da8 ein niederenergetisches Photon (hv < ymec?) von einem
bewegten Elektron in bestimmten Fillen Energie aufnehmen kann:

'y'rr};uc2 <t Bkl
e 1 _
v 4 % A v(1 — Bcosa)(l+ Bcosa’)
~ v(1+ B(cosa/ — cosa)) . (2.50)

Fiir cosa = 0 und cosa’ = 1 wird z.B. die Frequenz des gestreuten Photons und damit
dessen Energie um einen Faktor 1 + 3 grofler.

Im Mittel iiber alle Einfalls- und Ausfallsrichtungen ergibt sich in 1. Ordnung von (
kein Energietransfer. Erst die 2. Ordnung liefert einen Nettotransfer. Das kann man sich
folgendermafien klarmachen: Ein Elektron bewege sich im System K entlang der positi-
ven x-Achse mit der Geschwindigkeit v. Zur Vereinfachung wird in das Ruhesystem K’
des Elektrons transformiert. Die Frequenz v’ des Photons in K’ ergibt sich aus der Dopp-
lerformel (2.13). Unter der Annahme, dafl ht' ~ yhr < mec? erfiillt ist, kann die Fre-
quenzénderung durch die Streuung vernachlissigt werden (vs. &~ v nach (2.45)). Daher
geht der Klein-Nishina-Wirkungsquerschnitt (2.46) in den Thomson-Streuquerschnitt
(2.42) iiber und der Streuproze 148t sich durch Thomsonstreuung beschreiben. Fallt
unpolarisierte Strahlung auf das Elektron ein, so ist die gestreute Gesamtleistung in K’
durch

. dE

sc — dat’ = O'TCU/

gegeben (vgl. (2.40)). Diese ist eine Lorentzinvariante, da sich Energie und Zeit beide wie
die Null-Komponente eines Vierervektors transformieren. Die einfallende Energiedichte
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der Photonen sei im Laborsystem K durch

U= /hvf(u) dv (2.51)
gegeben, wobei f(v) die Energieverteilung der Photonen beschreibt. Es gilt allgemein

1), _ 10

v v

' (2.52)

Diese Grofle ist eine Lorentzinvariante, mit der sich die abgestrahlte Leistung im La-
borsystem berechnen 1a8t:

P = P = aTc/hV’f’(l/) dv'
! /
= aTc/hV’2f ) dv' = aTc/hV’2f(V) dv

v v
~ orey?(1 — Bcosb)? / hv f(v)dv
= orey?}(1— Beosh)?U. (2.53)

Fiir isotrop einfallende Photonen ergibt Mittelung tiber alle Winkel
2 [P
Pse = orey (1+ gﬁ )U

Die an das Photonenfeld iibertragene Leistung resultiert aus der Differenz der gestreuten
Leistung Ps. und der einfallenden Leistung P, = opcU. Es ergibt sich insgesamt

4
APCompt = §UTC'72/82U .
Bei inverser Comptonstreuung wird also im Mittel Energie an das Photonenfeld in der
GroBenordnung von 32 {ibertragen, solange vhv < mec? erfiillt ist.

Comptonisierung

Die Anderung eines Spektrums durch inverse Comptonstreuung wird als Comptoni-
sierung bezeichnet. Der thermische Sunyaev-Zeldovich-Effekt ist eine Folge der Comp-
tonisierung der kosmischen Mikrowellenhintergrundstrahlung an heiflen, nichtrelativi-
stischen Elektronen.

Um das comptonisierte Spektrum aus einem vorgegebenen Spektrum explizit zu be-
rechnen, gibt es folgende Moglichkeit: Zunichst wird das einfallende Strahlungsfeld in
das Ruhesystem K’ der Elektronen transformiert. In K’ 148t sich der Streuprozefl durch
Thomsonstreuung beschreiben, wenn die Bedingung yhy < mec? erfiillt ist. Im allgemei-
nen mufl hierbei die Geschwindigkeitsverteilung der Elektronen beriicksichtigt werden.
Nach der Berechnung des gestreuten Spektrums in K’, erhilt man das comptonisierte
Spektrum durch Riicktransformation in das Laborsystem.

Bei obigem Vorgehen war wichtig, da die Bedingung yhv < mec? im Ruhesy-
stem der Elektronen erfiillt ist. Betrachtet man die Streuung von niederenergetischer
Strahlung an hochrelativistischen Elektronen, so kann diese Bedingung verletzt werden.
Daher muf} der Streuprozefl durch Comptonstreuung beschrieben werden, was auf eine
quantenelektrodynamische Rechnung fithrt. [23, 31]



Kapitel 3

Der Sunyaev-Zeldovich-Effekt

Dieses Kapitel gibt zuniichst einen kurzen Abriss der Grundlagen des thermischen
Sunyaev-Zeldovich-Effekts (th-SZE), welcher durch inverse Comptonstreuung der
Photonen des CMB am heiflen Elektronengas in Galaxienhaufen (ICM) entsteht. An-
schliefend wird auf den kinetischen Sunyaev-Zeldovich-Effekt (k-SZE) eingegan-
gen, der von der Pekuliarbewegung des Haufens relativ! zum CMB hervorgerufen wird.
Am Ende dieses Kapitels wird eine Methode zur Bestimmung der Hubble-Konstanten
mit Hilfe des Sunyaev-Zeldovich-Effekts (SZE) vorgestellt.

3.1 Thermischer Sunyaev-Zeldovich-Effekt

Auf der Basis von Arbeiten von Kompaneets [32] und Weymann [33] konnten Sunyaev
und Zeldovich 1969 [9] eine Naherungsformel fiir die spektrale Abweichung der kosmi-
schen Mikrowellenhintergrundstrahlung (CMBR) vom Schwarzkérperspektrum infolge
von Comptonstreuung am heiflen Elektronenmedium von Galaxienhaufen angeben.

Zur Herleitung der wichtigsten Gleichungen geht man von der Boltzmann-Gleichung
fiir die zeitliche Evolution der Photonen-Phasenraumdichte n(v) durch die Streuung an
einem isotropen, optisch diinnen Elektronenmedium aus:

/ dp / 9740 [0 () (1 + () — fo@n)(1 + 0] . (1)

Hierin beschreibt fo(p) die Verteilung der Elektronen im Phasenraum. 3—5 ist der dif-

ferentielle Wirkungsquerschnitt des Streuprozesses. Man betrachtet nur Streuprozesse,
welche Energie- und Impulserhaltung erfiillen (p + k& = p’ + k’). Das Integral auf der
rechten Seite beriicksichtigt die Stéfle zwischen Elektronen und Photonen. Da Photonen
Bosonen sind, neigen sie im Unterschied zu Fermionen dazu, Quantenzustédnde zu fiillen,
die schon besetzt sind. Dies wird durch die Terme der Form 1 + n beriicksichtigt.

Die Gleichung (3.1) ist ohne einschrinkende Annahmen nur fiir Spezialfille l6sbar.
Ist die relative Frequenzinderung Av/v bei der Streuung vernachlissigbar, so kann
man (3.1) bis in 2. Ordnung des kleinen Parameters A = ,iﬁ,'fe entwickeln und erhélt
damit eine sog. Fokker-Planck-Gleichung. T, gibt hierbei die Temperatur der Elektro-
nen an. Kompaneets fithrte diese Naherung 1957 fiir die Streuung von Photonen an
einem isotropen, nichtrelativistischen, thermischen Elektronengas durch und erhielt so
die Kompaneets-Gleichung?

on(v) 1 0 [ 4(0n 9
= = . 2
By 22 o [:J:e <axe +n+n (3.2)

relativ bedeutet eine von der Hubble-Stromung unabhiingige Bewegung.
*Eine Ableitung hiervon aus (3.1) findet man in [23].
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D _r kgT. = v
Hierin sind y = n}icg o1ne dl der sog. Compton-Parameter und z, = T

Die Gleichung (3.2) beschreibt die zeitliche Evolution der Photonenverteilung n(v)
infolge der Streuung an einem isotropen, nichtrelativistischen, thermischen Elektronen-
gas unter Beriicksichtigung von induzierten Effekten. Der erste Term innerhalb der
runden Klammern der rechten Seite (~ g—&) gibt die Diffusion der Photonen entlang
der Frequenzachse wieder. Der zweite Term (~ n) beschreibt die Kiithlung der Photo-
nen durch Energieabgabe an die Elektronen (RiickstoB). Der letzte Term (~ n?) folgt
aus der Beriicksichtigung von induzierter Streuung, welche ebenfalls zur Kiihlung der
Photonen beitragt.

Streuung der Photonen des CMB am ICM

Die Streuung der Photonen des CMB an heiflen, jedoch nicht relativistischen Elek-
tronen® in Galaxienhaufen wird durch Comptonstreuung beschrieben. Da die Photo-
nen des CMB die Bedingung vhry < mec? im Schwerpunktsystem der Elektronen
erfiillen, reduziert sich der Klein-Nishina-Wirkungsquerschnitt (2.46) auf den Thomson-
Wirkungsquerschnitt (2.41). Unter dieser Voraussetzung ist die Kompaneets-Gleichung
(3.2) zur Beschreibung der zeitlichen Entwicklung der Photonenbesetzungszahl anwend-

bar. Durch die Variablensubstitution z. = %‘x mit x = k’;%o erhilt man aus (3.2)

Gn(u) . 1 0 4 on T(] T(] 2

Da die Temperatur der Elektronen viel grofier als die der Photonen ist (Tp < Te),
braucht man fiir die Streuung der Photonen des CMB nur den ersten Term (~ g—’;) zu

beriicksichtigen. Die Kompaneets-Gleichung vereinfacht sich dann zu
on(v) 1 0 [ 40n
= —=—|z"=—]| .
dy x2 Ox Ox
Die Storung des Spektrums erhélt man nun durch Einsetzen eines ungestorten Schwarz-
korperspektrums ng = 1/(e* — 1) in (3.4). Nach einigen Umformungen erhilt man das
Ergebnis von Sunyaev und Zeldovich [9]
A, - ze® e +1 4
1, Ve 1Y '
Diese Gleichung gibt die relative Intensitétséinderung der CMBR in Richtung eines
Galaxienhaufens wieder. In Abbildung Abb.3.1 ist das gestérte Spektrum fiir einen
Comptonparameter von y = 0.15 wiedergeben. Man erkennt deutlich eine Abnahme der
Intensitdt im Rayleigh-Jeans-Bereich (RJ-Bereich) und eine Zunahme im Wien-Bereich.
Hieran sieht man, daf3 die Photonen des CMB durch die Streuung am ICM entlang der
Frequenzachse zu hoheren Energien hin diffundieren.
Als Ndherungsformeln der relativen Intensitdtsdnderung im RJ- bzw. Wien-Bereich
erh&lt man

(3.4)

(3.5)

A IRJ ATRJ

ALY
]Vl\; ~ z?y x>1. (3.6b)

Neueste Messungen zeigen, dafl das Temperaturdekrement im Zentrum von Galaxien-
haufen im RJ-Bereich von der GréBenordnung AT /Ty ~ 10~° K ist (vgl. Tab.3.3). Dieses
Dekrement kann zusétzlich vom k-SZE iiberlagert werden. Bei Galaxienhaufen mit sehr
heiem Elektronengas miissen relativistische Effekte beriicksichtigt werden, die nun als
néchstes besprochen werden.

3Daf} diese dort vorhanden sind zeigen Réntgenbeobachtungen.
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Abbildung 3.1: Planck-Spektrum (durchgezogen) nach der Streuung an heifilen Elektronen
eines Galaxienhaufens mit einem Compton-Parameter y = 0.15 (gestrichelt): Am comptonisier-
ten Spektrum erkennt man eine Abnahme der Intensitéit im RJ-Bereich und eine Zunahme im
Wien-Bereich.

Relativistische Korrekturen

Bei der Ableitung der Kompaneets-Gleichung wurde explizit davon ausgegangen, daf
die Elektronen nichtrelativistisch waren. Bei sehr heiBen Galaxienhaufen* werden rela-
tivistische Korrekturen zum th-SZE wichtig [34]. Eine quantenelektrodynamische Be-
handlung der Comptonstreuung von Photonen an hochenergetischen Elektronen wurde
1976 von Buchler und Yueh [35] durchgefiihrt. Auf Basis dieser Arbeiten untersuchten
Itoh et al. [36] die relativistischen Korrekturen zum th-SZE. Thre Rechnung fiithrten sie
im Schwerpunktsystem des Galaxienhaufens durch. Aulerdem benutzten sie natiirliche
Einheiten (A = ¢ = 1), was im folgenden beibehalten wird.
Die zeitliche Evolution der Photonen wird durch

on(v d3p
5 = [ st PR [l (14 n0) - ApInG)( /)] 6D
beschrieben [36]. Hierin ist W die Streuwahrscheinlichkeit des Compton-Prozesses, die
von den Viererimpulsen der beteiligten Photonen und Elektronen abhéingt. Unter Ver-
nachléssigung von Entartungseffekten (Spin) ist die relativistische Maxwellverteilung
der Elektronen durch

1
fe(p) = [fe(E) = o(E—w/ksTe 1 |

~ o (E-w)/ksT.

gegeben. Dabei ist 1 das elektrochemische Potential, welches man mit der Phasenraum-
dichte der Elektronen

3 1
Ne = %eeKQ (0—> et/ ke (3.8)

e

4 HeiB“ bezieht sich auf die Temperatur der Elektronen des Haufens.
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eliminieren kann. Hierin ist K3(z) eine modifizierte Besselfunktion (vgl. Anhang A.2).
0. wurde als

kpTe

MeC2

0 =

definiert und dient im folgenden als Entwicklungsparameter. Unter Beriicksichtigung
von fo(E') = e”% f,(E), mit der Definition

hAv AE
Age=22V 22
kgT, kgT,

148t sich (3.7) als

6%(:) N / (d ])) PP EPEW fo(E) [n(V)(1 + n(v)e®™ —n(w)(1+n()]  (3.9)

schreiben. Diese Gleichung kann man noch weiter vereinfachen, wenn man von Az, < 1
ausgeht. Mit den Taylor-Entwicklungen von n(2/) und e®% ergibt sich

o*n d\"
k. i —— .
KW fo(E) - Axl {n o [14 n] <1+8me> n}
= Ik‘

il

(3.10)
Dies entspricht den Angaben von Itoh et al. [36] in kompakter Form.

Die weitere Aufgabe besteht nun darin, die Integrale I; zu l6sen. Dies ist durch Rei-
henentwicklung des Integranden nach dem kleinen Parameter 8, moglich. Die Losungen
der Integrale I, wurden von Itoh et al. [36] mit Hilfe von Computer-Algebra-Programmen
bis zur Ordnung O(6%) und k = 10 durchgefiihrt.® Hier sollen nur die relativistischen
Korrekturen bis zur Ordnung O(#?) prisentiert werden. Die relative Intensitiitsinderung
der CMBR in Richtung eines Galaxienhaufens erhélt man durch Einsetzen eines un-
gestorten Schwarzkorperspektrums in (3.10) als

Al B ze®
I, _yex -1

[Yo + Y16, + Ya02 + O(6%)] . (3.11)

Die Y, sind durch folgende Ausdriicke bestimmt

Yo=—4+C (3.12a)
)ﬁ:—lm+ﬂcuigcl+;cﬂ SQE}—EC] (3.12b)
Y2:—§+&;3é—@02 ?é ——C4+3OC5
- [434 4 4 -, [44 .
—52{;—§§0 3&? 13@1‘“{3‘%?4 (3.12¢)
G =2 ;jiimme (3.12d)
S = Sinff(%) (3.12¢)

Die nullte Ordnung entspricht dem Ergebnis nach der Kompaneets-Gleichung.

SDie seitenlangen Ergebnisse der Entwicklung sind in der Arbeit von Itoh et al. [36] zu finden.
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Abbildung 3.2: Die Intensititsianderung Al, fir kg7, = 5,10,15keV: Die durchgezogenen
Linien geben jeweils das Ergebnis von Sunyaev und Zeldovich [9] wieder. Die iibrigen Kurven
wurden unter Beriicksichtigung der relativistischen Korrekturen bis 1. Ordnung (gepunktet)
bzw. 2. Ordnung (gestrichelt) in 6, berechnet.

In Abbildung Abb.3.2 ist die Intensitéitsdnderung A, als Funktion der Frequenz
aufgetragen. Man erkennt deutlich, dafl im RJ-Bereich die Intensitéitsinderung un-
ter Beriicksichtigung der relativistischen Korrekturen etwas kleiner ist als es aus der
Kompaneets-Gleichung folgt. Die Kurven 1. und 2. Ordnung unterscheiden sich nicht
wesentlich voneinander. Als Ndherungsformel fiir den RJ-Bereich erhdlt man aus (3.11)

RJ RJ
Ajg{] ~ % =2y |1— 1—;96 + %eg + 063 . (3.13)
Fiir eine Bestimmung der Hubble-Konstanten mit Hilfe des th-SZE (Abschnitt 3.3) sind
relativistische Korrekturen von grofier Bedeutung: Molnarund Birkinshaw [37] schitzten
den Fehler, der bei Vernachlédssigung der relativistischen Korrekturen entsteht, auf ca.
10% fir den Wert der Hubble-Konstanten. Die Beziehung (3.13) gibt die Korrekturen
im RJ-Bereich fiir kg7, < 50keV sehr gut wieder [36].

Im Wien-Bereich erkennt man eine deutliche Verschiebung des Maximums des Inten-
sitdtsinkrements. Die Abhéngigkeit von der Ordnung der betrachteten Korrekturen ist
hier sehr groff. Da es bisher keine analytische Losung des Kollisions-Integrals (3.9) gibt,
muf} man fiir sehr heifle Galaxienhaufen in diesem Bereich auf numerische Methoden
zuriickgreifen.

Weiterhin erkennt man eine leichte Abhingigkeit der Nullstelle der Intensitéts-
dnderung von der Temperatur der Elektronen. [toh et al. [36] gaben hierfiir die Ndher-
ungsformel

20 ~ 3.830 [1 + 1.16746, — 0.853367] (3.14)

an. Wie im néchsten Abschnitt erliutert wird, ist es bei der Crossover-Frequenz xg
moglich, den th-SZE vom k-SZE zu trennen. Daher ist die Beziehung (3.14) fiir eine
genaue Bestimmung der Hubble-Konstanten ebenfalls von grofier Bedeutung.
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Abbildung 3.3: Intensititsidnderung durch den th-SZE fiir eine Temperatur von kg7, = 10keV
(durchgezogen), den k-SZE fiir 3 = 0.01 (gepunktet) und die Uberlagerung beider Effekte
(gestrichelt). In der Nihe der Crossover-Frequenz v, &~ 217 GHz hat der k-SZE sein Maximum.
Hier lassen sich beide Effekte voneinander trennen.

3.2 Kinetischer Sunyaev-Zeldovich-Effekt

Bei den vorherigen Betrachtungen wurde eine globale Bewegung des Galaxienhaufens
relativ zum CMB nicht beriicksichtigt. Wie Sunyaev und Zeldovich 1980 [10] zeigten,
ist die spektrale Storung des CMB durch Streuung an Elektronen in Galaxienhaufen,
welcher sich relativ zum CMB mit einer Geschwindigkeit v bewegt, durch

Al xe®
I, - _Tﬂ” et —1

(3.15)

gegeben.% Hierin ist 7 = J ornedl die optische Tiefe und B die auf ¢ normierte, zur
Sichtlinie parallele Geschwindigkeitskomponente von v. Die positive Geschwindigkeits-
richtung wurde vom Beobachter weg definiert.

Mit der RJ-N#herung kann man aus (3.15) die relative Temperaturéinderung berech-

nen und erhalt AT

Bewegt sich der Galaxienhaufen auf den Beobachter zu, so nimmt die Effektivtemperatur
im RJ-Bereich zu.

Fiir eine genaue Bestimmung der Hubble-Konstanten mit Hilfe des th-SZE ist die
Grofle des Temperaturdekrements im RJ-Bereich wichtig. Dieses wird durch einen iiber-
lagerten k-SZE veréndert. In Abbildung 3.3 ist die Intensitdtsinderung durch den k-SZE
nach Gleichung (3.15) fiir ein typisches B von 0.01 dargestellt. Zusitzlich ist noch die
Intensitétsdnderung auf Grund des th-SZE nach Gleichung (3.5) aufgetragen. Wie man
sieht, ist der k-SZE dort am grofiten, wo der th-SZE seine Nullstelle hat. Mifit man

SHier werden nur die wichtigsten Formeln zusammenstellt. Eine Herleitung und Diskussion findet
man in Kapitel 5.
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in der Nihe der Crossover-Frequenz (Gleichung (3.14)), so lassen sich die Beitrige des
th-SZE und des k-SZE zur relativen Intensititsdnderung voneinander trennen.

Eine weitere Folge der globalen Bewegung des Galaxienhaufens ist die Entstehung
von linearer Polarisation der CMBR durch die Streuung. Sunyaev und Zeldovich [10]
gaben als Ergebnis fiir die Grofie des Polarisationsgrads im RJ-Bereich

P¥ (o)=L p%r (3.17)

an. Hierin ist #, die auf ¢ normierte Komponente der Geschwindigkeit v in der Himmel-
sebene. Die Polarisationsebene steht senkrecht auf der Richtung von 3. Eine radiale
Bewegung des Galaxienhaufens erzeugt keine Polarisation.

3.3 Bestimmung der Hubble-Konstanten

Eine wichtige Anwendung des th-SZE ist die von Standardkerzen unabhingige Mes-
sung der Hubblekonstanten Hy durch Kombination von SZ- mit Rontgendaten. Dies
soll hier kurz erliutert werden: Die monochromatische Rontgen-Flichenhelligkeit S*
eines Galaxienhaufens wird durch Bremsstrahlung der Elektronen im Haufen erzeugt.
Die spektrale Emissivitdt von thermischer Bremsstrahlung hingt mit der Dichte der
Elektronen ne und der der Plasma-Atomkerne ny, sowie der Elektronen-Temperatur T,
folgendermafen zusammen (vgl. [23]):

_ _hv
e kBTe

VTe
Dabei ist Z die Kernladungszahl und gg der sogenannte Gaunt-Faktor, welcher von
dem jeweils betrachteten Wellenlédngenbereich abhéngt und tabelliert vorliegt. Die spit-
zen Klammern symbolisieren Mittelung iiber die Geschwindigkeitsverteilung.

Nimmt man an, daf} die Dichte der Atomriimpfe bis auf einen Vorfaktor mit der Elek-
tronendichte iibereinstimmt, so kann man fiir die monochromatische Rontgen-Fléachen-
helligkeit

el = 6.8-107% Z%n.ny (g8(v, Te)), - (3.18)

1
C4m(1 4 2)4
schreiben. Der Faktor (14 2)~* ergibt sich aus dem kosmologischen Transformationsver-
halten der spektralen Emissivitat. Wichtig ist hier die quadratische Abhéngigkeit von

der Elektronendichte ne. Alle anderen Abhingigkeiten wurden in A zusammengefafit.
Das Temperaturdekrement auf Grund des th-SZE erhélt man aus Gleichung (3.13)

sX / n2Ae(v, Te) dl (3.19)

k
AT = 20,7, 2B g(6,) / neTydl, (3.20)

mit g(0e) = 1—%—89@—%03. Im Gegensatz zur Rontgen-Flichenhelligkeit hingt das Tem-
peraturdekrement linear von der Elektronendichte ab. Diese unterschiedliche Abhéngig-
keit macht eine Bestimmung der Hubble-Konstante mit Hilfe des th-SZE m&glich.

Die Groflen ne,Te, Ae sind vom Ort r im Galaxienhaufen abhingig. Wahlt man

Zylinderkoordinaten mit der z-Achse entlang der Sichtlinie, so kann man diese als

ne(r) = neo fo(6,,1) (3.21a)
Te(r) = Teo fr(0,9,1) (3.21D)
Ae(r) = Aeo fa(0,0,1) (3.21c¢)

schreiben. Die dimensionslosen Formfaktoren f; enthalten die Ortsabhéngigkeiten. Da-
bei ist 6 der Abstand zur Sichtlinie in Bogenmaf, ¢ der Azimutwinkel und [ die z - Ko-
ordinate. Geht man von einem sphérischen Galaxienhaufen aus, so kann man [ = Da¢&
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schreiben, wobei Dj die Winkeldurchmesserdistanz ist (vgl. (2.30)), welche von der
Hubble-Konstanten Hy und der gewéhlten Kosmologie abhingt. Mit den Definitionen
(3.21) lassen sich die Gleichungen (3.19) und (3.20) folgendermaflen schreiben

s50.0) = N[ e (3.220)

ATR (9, ¢9) = —N® / fofr dE . (3.22b)

Die Normierungskonstanten sind dabei durch

Dy
Vo P, (3.230)

NR = 2Th0rne0 0eg(6e) Da (3.23D)

gegeben. Diese konnen durch Anpassung an die Mef3daten festgelegt werden. Dazu muf
man allerdings ein Modell fiir die Formfaktoren f; vorgeben, worauf wir weiter unten
eingehen werden. Aus dem Verhiltnis (N®7)2/NX kann man die Winkeldurchmesserdi-

stanz nach .
(N ) Ae(]
D = 3.24
A < NX ) 16771202 (6o9(0))2(1 + 2)° (3.24)

berechnen. Wie in Abschnitt 2.3 erldutert, kann man aus (3.24) den Wert der Hubble-
Konstanten berechnen, wenn man die Kosmologie, das bedeutet die Werte von £, 2, Qg
und Q,, festlegt.

Isothermes (-Modell

Um die Normierungskonstanten (3.23a) zu bestimmen, miissen die Formfaktoren f;
festgelegt werden. Hierfiir benutzt man ein sogenanntes isothermes (-Modell nach
Cavaliere et al. [38], wobei dabei folgende Vereinfachungen gemacht werden:

e Die Temperatur im Galaxienhaufen ist konstant — To(r) = Teg — fr = fa = 1.

e Der Galaxienhaufen hat eine annéhernd sphérische Struktur. Man kann das Dich-
teprofil als Funktion des Abstandes vom Zentrum schreiben — ne(r) = ne(r).

e Die Gas-Verteilung wird durch ein 3-Modell” wiedergegeben
38
2

N6 () = neg (1 + :—z> o (3.25)

C

Dabei ist 7 ein typischer Kernradius, der dadurch festgelegt wird, daf} fiir r = 7.
und 5 = 2/3 die Dichte auf die Hélfte des zentralen Wertes abgefallen ist. Fiir f,
folgt dann

35
£o(0,6) = (1 + 925 ) . (3.26)
C
Mit fe nach Gleichung (3.26) und fr = fo = 1 lassen sich die Integrale (3.22) berechnen,
wenn man davon ausgeht, dafl das Elektronenmedium in £-Richtung infinit ist. Damit die

74 hat hier nichts mit der auf ¢ normierten Geschwindigkeit zu tun, sondern ist ein Modellparameter.
Typische Galaxienhaufen haben ein 8 von 2 [34].
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Name Hy [kms™!Mpc~1] AT (K] z Referenz
CL0016+416 84730 —1077+110 0.546  Crainge et al. 2001
CL0016+16 6314 1242+ 105 0.5455  Reese et al. 2000
Abell 1995 52.2725-9 —1101+£53  0.322 Patel et al. 2000
Abell 1835 66771 - 0.2523  Mauskopf et al. 2000
Abell 2163 60759 - 0.201  Holzapfel et al. 1997

Tabelle 3.1: Werte fiir die mit Hilfe des SZE bestimmte Hubble-Konstante H fiir eine flaches
Universum mit kosmologischer Konstanten (Q,, = 0.3,Q24 = 0.7): Angegeben sind auflerdem
das zentrale Temperaturdekrement AT und die Rotverschiebung z des betrachteten Galaxien-
haufens.

Gesamtmasse der Elektronen des Galaxienhaufen nicht divergiert, mufl f, in 6 rdumlich
beschriinkt sein. Aus obigen Vereinfachungen erhilt man somit

(36 - 3) 6\
e 00<1+ ) (3.27)

N[V

106) = [ fds = v

100) = [ g2 (3.28)

|
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|
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o
7N\
—_
_|_
| e
[}
N———
N

Die I'-Funktion ist im Anhang A.1l erldutert.

Das oben beschriebene Modell kann nun an die Me3daten angepafit werden. Da-
bei ist klar, dafl die Parameter 8 und 6. sowohl fiir die SZ-Daten als auch fiir die
Rontgendaten gleich sein miissen. Die Temperatur der CMBR ergibt sich aus Messun-
gen des ungestorten Schwarzkorperspektrums (7p = 2.728 £ 0.004 K [6]). Die Werte fiir
Teo und Ago erhilt man aus Messungen des Rontgen-Spektrums (Bremsstrahlung). Die
Rotverschiebung z ergibt sich durch Messung an einzelnen Galaxien des Haufens.

Heute erreicht man mit der oben geschilderten Methode schon die Genauigkeit an-
derer Methoden zur Bestimmung von Hjy. In letzter Zeit sind viele Gruppen damit
beschiftigt, durch Beobachtungen des th-SZE an verschiedenen Galaxienhaufen den
Wert der Hubble-Konstanten festzulegen [39, 40, 34, 41]. Fiir ein flaches Universum
mit kosmologischer Konstante (2, = 0.3,Q25 = 0.7) sind die Ergebnisse verschiedener
Gruppen in Tabelle 3.3 zusammengestellt. Die Abweichung zwischen den verschiedenen
Resultaten hat unterschiedliche Ursachen, die von Patel et al. [40] ausfiihrlich diskutiert
werden. Hier seien nur die wesentlichen Fehlerquellen aufgelistet:

e Schlechte Kalibration der SZ- und Rontgenmessungen: Diese Fehler lassen sich bei
zukiinftigen Missionen verringern.

e Asphiéritdaten des betrachteten Galaxienhaufens: Mit groflen Stichproben von Hau-
fenbeobachtungen 14t sich der Einflul minimieren.

e Unaufgeloste Radioquellen: Diese kdnnen das SZ-Signal verfilschen. Der Fehler ist
am grofiten, wenn sich die Radioquelle im Zentrum des Galaxienhaufens befindet.

e Abweichungen von der Isothermalitit: Temperaturgradienten werden in dem Mo-
dell nicht berticksichtigt. Alternativ kann man ein polytropes Temperaturmodell
verwenden [42].

e Kinetischer Sunyaev-Zeldovich Effekt: Die Entkopplung von k-SZE und th-SZE
ist iiber Messungen bei der Crossover-Frequenz moglich (vgl. Abschnitt 3.2).
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Y. Rephaeli merkte 1995 an, dafl auch die Bewegung einzelner Galaxien im Haufen

einen kinetischen Effekt in der Gréfenordnung von A%ORJ ~ 3-107° bewirken kénnte [11].

Schliet man Strémungen des ICM nicht von vornherein aus, so kénnte dies daher einen
weiteren zu beriicksichtigenden Einflufl auf die Bestimmung der Hubble-Konstanten mit

Hilfe des th-SZE haben.



Kapitel 4

Streuung polarisierter Strahlung

In diesem Kapitel werden die Stokesparameter vorgestellt, mit deren Hilfe man in der
Astrophysik teilweise polarisierte Strahlung beschreibt. Im weiteren wird auf die Streu-
ung polarisierter Strahlung eingegangen, was als Vorbereitung fiir die Beschreibung der
Streuung von Photonen des CMB an den Elektronen von Galaxienhaufen in Kapitel 5
dient.

4.1 Polarisation

Licht ist eine sich zeitlich im Raum ausbreitende elektromagnetische Schwingung. Im
Vakuum wird dieses durch die Maxwell-Gleichungen beschrieben:

V-E=0 vxE-_19B
c8t (41)
10F '
V-B=0 VxB= ——.
c Ot

Aus diesen Gleichungen erhélt man Losungen fiir die Feldstiarkevektoren E und B, die
aufeinander senkrecht stehen, mit einer Frequenz w periodisch schwingen und sich als
transversale Wellen im Raum mit Lichtgeschwindigkeit ¢ in Richtung des Wellenvektors
k = % m ausbreiten. n ist dabei der Einheitsvektor in Ausbreitungsrichtung der Welle.

Mit der Losung fiir E ist auch die Losung von B bestimmt. Ohne weitere Randbe-
dingungen sind jedoch noch nicht alle Freiheitsgrade der Welle festgelegt. Eine Losung
fir E hat die Form

E(r,t) = Eg etk T —wt) (4.2)

Die rdumliche und zeitliche Anderung entlang der Ausbreitungsrichtung wird durch
den Realteil der Exponentialfunktion wiedergegeben. Zusétzlich kann sich aber noch
die Schwingungsebene, welche durch den Vektor Eg festgelegt wird, rdumlich und zeit-
lich andern. Es erweist sich als sinnvoll in der Ebene von Ejy und By die aufeinander
senkrecht stehenden, konstanten Einheitsvektoren €; und €s einzufithren. Damit kann
man die Welle beziiglich dieser Vektoren in zwei Teilwellen E; und E5 zerlegen, deren
Superposition wieder E ergibt

El(’f‘,t) = €1 E01 el(k Towtt ¢1)

i 4.3
EQ(’I",t) :62E02 ez(k~r—wt+¢2) . ( )

Es wurde hier schon eine mogliche, zeitlich feste Phasenverschiebung A¢ = ¢o — ¢
zwischen den Maxima von F; und E9 zugelassen.
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Abbildung 4.1: Die Zusammensetzung des Feldstéirkevektors E:

(a) linear polarisiertes Licht: Eq und E5 miissen hier exakt gleichphasig (wie dargestellt) oder
gegenphasig schwingen.

(b) zirkular polarisiertes Licht: Neben einer Phasenverschiebung A¢ von £ muf noch Ey; =
Eoy gelten (hier: A¢ = +7 fiir eine linksdrehende Welle). Gilt nur A¢ # £7, so ergibt sich im
allgemeinen eine Ellipse, deren Hauptachsen gegeniiber der Polarisationsbasis gedreht sind (vgl.
Abb.4.2).

Lineare Polarisation

Ist der Vektor E\ zeitlich konstant, so hat man es mit linear polarisiertem Licht
zu tun. Hierfiir mufl A¢ = 0,7 gelten. Fillt auf einen Detektor mit vorgeschaltetem
linearen Polarisationsfilter vollstéandig linear polarisiertes Licht ein, so mifit man unter

einem Winkel von
X = arctan 1By (4.4)
| B

zu €1 maximale, bei x + § keine Intensitét (vgl. Abb.4.1).

Elliptische Polarisation

Gilt A¢ # 0,7, so spricht man allgemein von elliptisch polarisiertem Licht. Die
Lage der Hauptachsen héngt dabei von der Phasenverschiebung und dem Verhéltnis der
Amplituden FEp; und Eys ab. Fiir positives A¢ dreht sich der Feldstirkevektor links,
fiir negatives rechts herum. Ist A¢ = £7, so liegen die Hauptachsen parallel zu €; und
€2. Wenn zusiétzlich noch Ey; = FEyo gilt, so hat man es mit zirkular polarisiertem
Licht zu tun (vgl. Abb.4.1). [29]

4.2 Stokesparameter

Die Eigenschaften von polarisiertem Licht kann man in einfacher Weise mit Hilfe der von
Sir George Stokes 1852 eingefiihrten Parameter I,Q, U,V erfassen. Zur Ableitung der
Parameter beschreibt man die Polarisationsellipse beziiglich ihrer Hauptachsen durch

E{ = E{cosfcoswt

E} = —E{sin fsinwt. (4.5)

In Abbildung 4.2 sind die Verhéiltnisse gezeigt. Nun transformiert man (4.5) in die
durch €; und € definierte Polarisationsbasis und vergleicht mit der Beschreibung (4.3).
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Abbildung 4.2: Veranschaulichung allgemeiner elliptischer Polarisation: Die Lénge der Halb-
achsen kann mit Hilfe von Ej und § ausgedriickt werden. Der feste Winkel x gibt die Lage der
Hauptachsen zu dem durch €; und €5 definierten Koordinatensystem an.

Dadurch erhélt man ein Gleichungssystem, dessen Losung durch die Parameter

= E2 +E2=EP?=E? (

Q= FEZ — FE% = F?cos2Bcos2x (4.6b
U= 2EyEpcos Ap = E cos203sin 2 (4.6¢
V = —2Fy Ege sin A¢ = E2 sin 23 (4.6d

gegeben wird. Die Gleichungen (4.6) sind die Definitionen der Stokesparameter. Der
Winkel x beschreibt die Orientierung der Halbachsen zum durch €; und ey definier-
ten Koordinatensystem. [ bestimmt das Verhiltnis der Halbachsen der Ellipse (vgl.
Abb.4.2). Ist # = 0,£7, so entartet die Ellipse zu einer Geraden, was linearer Pola-
risation entspricht (V' = 0). Hat 8 die Werte £7, so sind die Halbachsen identisch,
und es macht keinen Sinn mehr den Winkel x zu betrachten. Man erhilt eine zirkular
polarisierte Welle (Q = U = 0). Allgemein hat die Welle fiir 0 < 8 < § positive (V' > 0,

rechtsdrehend), fiir —% < 8 < 0 negative (V' < 0, linksdrehend) Helizitét.

In anderer Form kann man die Stokesparameter, wie an deren Definition (4.6) deut-
lich wird, auch folgendermaflen schreiben

Eo=VI (4.7a)
tan2y = % (4.7b)
sin2f3 = % . (4.7¢c)

Mit I,Q,U,V sind die drei Groflen Fy, 8, x bestimmt, und damit die Polarisation des
Lichts vollstdndig charakterisiert. Tatséichlich ist das Problem sogar iiberbestimmt,
wenn es sich um 100% polarisiertes Licht handelt, denn dann gilt 12 = Q2 + U? + V2,
womit man einen der Parameter eliminieren kann.
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Quasi-monochromatische Wellen

In Gleichung (4.3) wurde eine monochromatische Zerlegung des Lichts angesetzt. In der
Praxis betrachtet man immer ein Gemisch von vielen einzelnen Wellen, die fast iden-
tische Frequenz haben. Man spricht dann von quasi-monochromatischen Wellen,
deren Frequenzen nur wenig von der Grundfrequenz w abweichen. Die Superposition von
diesen einzelnen Wellen ist nicht mehr vollsténdig polarisiert. Wie man jedoch zeigen
kann, ist die Beschreibung dieser Superposition ebenfalls mit Hilfe der Stokesparameter
moglich, wobei hierfiir die zeitlichen Mittelwerte der Intensitéiten zu betrachten sind
[23]. Im allgemeinen gilt fiir beliebig polarisiertes Licht die Ungleichung

I’>Q*+U*+ V2, (4.8)

Fiir vollstdndig polarisiertes Licht gilt das Gleichheitszeichen. Ist das Licht unpolarisiert,
sosind Q=U=V =0.

Additivitat der Stokesparameter

Betrachtet man die Superposition von unabhéngigen Lichtwellen, so addieren sich die
Stokesparameter der Teilwellen. Unabhéngig heifit hierbei, dal die Phasen der Teilwellen
im betrachteten Zeitraum nicht miteinander korreliert sind.

Unter Beriicksichtigung der Additivitédt kann man mit Hilfe der Stokesparameter
teilweise polarisiertes Licht in einen polarisierten und einen unpolarisierten Anteil auf-
spalten. Man schreibt hierzu die Parameter in Vektorschreibweise untereinander und
definiert so die Stokesvektoren:

I V@2 +U?+ V2 I—/Q>+U?+V?2

| Q| Q 0

I=| 5 1= ht + 0 : (4.9)
v |4 0

Der Polarisationsgrad des Lichts ist dann durch

I, /02 - U2 L V2
p=lol _ VEFUEAV (4.10)

I Ji

gegeben.

Transformation der Stokesparameter

Die Eintrage der Stokesvektoren sind Intensitédten. Um zu verstehen, wie sich diese bei
Drehung der Polarisationsbasis um den Winkel x &ndern, geht man von dem elektrischen
Feld E beziiglich eines Polarisationssystems €1 und €2 aus und transformiert in ein
dazu gedrehtes System €} und €}. Aus dem elektrischen Feld E’ berechnet man die
transformierten Stokesparameter I’, Q’, U’, V' und vergleicht diese mit I, Q, U,V nach
(4.6). Hieraus erhélt man die Transformationsmatrix fiir Drehung der Polarisationsbasis
um den Winkel x

1 0 0 0

- | 0 cos2x sin2x O

L) = 0 —sin2y cos2xy 0 |° (4.11)
0 0 0 1

Die Abhéngigkeit vom doppelten Drehwinkel zeigt, dal der Grad der Polarisation keine
Orientierung hat: Fiir linear polarisiertes Licht erhélt man nach Drehung des Polarisa-
tionsfilters um 180° wieder die gleiche Intensitat. [43, 23]
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Abbildung 4.3: Definition des Streusystems: Der einfallende Feldvektor wird in Komponenten
parallel und senkrecht zur Streuebene aufgeteilt.

4.3 Thomson-Streumatrix

Die Beschreibung der Thomsonstreuung von beliebig polarisiertem Licht an Elektronen
erhilt man durch folgende Uberlegungen: Die einfallende Welle habe den Polarisations-
vektor €. Zerlegt man diesen in Anteile parallel bzw. senkrecht zur Streuebene!, so gilt
fiir die Streuwahrscheinlichkeiten py und p, des parallelen bzw. senkrechten Anteils

do 3
o~ d_Q(@) =3, 0T cos’ @

do , . 3
pr ~ 507 =c—or
Dies ergibt sich aus (2.41), wobei hier © der Winkel zwischen der Richtung des einfallen-

den und gestreuten Lichts ist (vgl. Abb.4.3). Wegen der Proportionalitéit der Intensitét
zum Quadrat der gestreuten Feldamplitude (E§)? gilt weiterhin

) 3 1
ﬁ — (igT) 2 cos © Eﬁ cos(wt — ¢>||)
B - Gonl Bentot-o0) w2

Die Phasen ¢ und ¢ sollen dabei zeitlich konstant sein. Das so zerlegte elektrische Feld
kann man benutzen, um analog zu (4.6) die gestreuten Stokesparameter I ﬁ, L, Us,ve
zu berechnen. Es ergibt sich dabei

| = 20rcos’O[B)" = jorcos® O (4.132)
I = gaT B9 = 3001, (4.13b)
U= Zor [2E” EY cos Ag]cos© = 307 U cos © (4.13¢)
V= —3op [QEH EY sin A¢]cos© = 307V cosO. (4.13d)

Bei der Aufstellung der Beziehung (4.13) wurde von vollsténdig polarisiertem Licht
ausgegangen. Man kann die vorangehenden Uberlegungen aber auch auf teilweise po-
larisiertes Licht iibertragen und kommt dabei auf die gleichen Beziehungen (4.13) mit
dem einzigen Unterschied, daf§ zeitliche Mittelwerte der Intensitéiten zu bilden sind.

'Diese wird durch den Wellenvektor des einfallenden und gestreuten Lichts festgelegt.
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Matrixschreibweise

Mit Hilfe der Stokesvektoren kann man fiir (4.13) folgendes schreiben:

~s ~ ~

F=orRkp(©)-1. (4.14)

Die 4 x 4-Matrix Ry 1Bt sich aus (4.13) durch Koefﬁmentenverglelch bestimmen, wenn
man beriicksichtigt, daf die Stokesvektoren I und I die Eintrage I,Q, U,V und nicht
I”, IJ_, U, V haben:

cos?2O®+1 cos?2O—1 0 0
« 3| cos?©—1 cos?O+1 0 0
Rr(0) = 4 0 0 2cos© 0 (4.15)
0 0 0 2cos©

Im folgenden wird Ry als Thomson-Streumatrix bezeichnet.

Wie man an (4.15) sieht, kann durch Thomsonstreuung keine zirkulare polarisierte
Strahlung entstehen. Wenn U = V = 0 sind, werden auch U® = V® = 0 sein. Da-
gegen kann aus zirkular polarisiertem Licht linear polarisiertes werden. Schaut man
senkrecht zur Einfallsrichtung, so bekommt man aus anfangs unpolarisiertem Licht rein
linear polarisiertes. Dies kann man anschaulich so verstehen, daff das Elektron durch
die einfallende Strahlung zum Schwingen in der Ebene senkrecht zu Einfallsrichtung
angeregt wird. Von der Seite aus betrachtet sieht das Elektron dann wie ein auf und ab
schwingender Dipol aus, der linear polarisiertes Licht aussendet.

Wichtig ist an dieser Stelle, daf} die Streumatrix nur beziiglich des Streusystems die
einfache Form (4.15) hat. Im allgemeinen mufl der Stokesvektor des einfallenden Lichts
zunéchst in dieses spezielle System um einen Winkel y;, hineintransformiert werden. Der
Winkel ergibt sich dabei aus der Orientierung der mitgefiihrten, vorab festzulegenden
Polarisationsbasis des einfallenden Photons beziiglich der Streuebene. Anschliefend mufl
man den gestreuten Vektor um einen zweiten, nicht zwingend identischen Winkel yout
in das System des Beobachters hineindrehen. Beides geschieht mit der in Abschnitt 4.2
besprochenen Matrix L in der Form

~s ~ A~ ~

I’ = orL(—Xout) R7(©) L(xin) I . (4.16)

Fallt die Strahlung nicht aus einer Richtung auf das Streuzentrum ein, so muf
man die allgemeine Beziehung (4.16) noch iiber die verschiedenen Einfallsrichtungen
integrieren:

~ dS)

I'=or / L(—Xout) R1(©) L(xin) I — e (4.17)

Dies ist der an einem Elektron gestreute Stokesvektor in allgemeiner Form.

Streuende Elektronenwolke

Beobachtet man Licht, das eine Wolke von ruhenden Streuzentren in einer bestimmten
Richtung verldfit, so miissen die Beitrige nach Gleichung (4.17) zum gestreuten Stokes-
vektor entlang der Sichtlinie in der Wolke aufintegriert werden.? Dabei kann man von
unabhéngigen Streuzentren ausgehen, solange stimulierte Emission vernachléssigbar ist.

Zur Beschreibung des Sichtlinienintegrals fithrt man den Einheitsvektor e in Blick-
richtung beziiglich eines zunéchst beliebig gewéahlten Koordinatensystems ein. Bei rg
treffe der Blick auf die Elektronenwolke, an der die Streuung stattfindet, bei r; werde

2Es wird Einfachstreuung vorausgesetzt.
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Sichtlinie

Abbildung 4.4: Ruhende Elektronenwolke

diese wieder verlassen (vgl. Abb.4.4). Die Zahl der Streuzentren an einem bestimm-
ten Ort in der Wolke entspricht der Dichte der Elektronen ne(r). Damit ist orne(r)
proportional zur Streuwahrscheinlichkeit am Ort 7.

Das Integral entlang der Sichtlinie 148t sich mit r(I) = ro — [ e parametrisieren

L
N . . _dQ)

i :aT/ne(l)/L(—Xout)RT(@)ﬁ(xin)IEdl, (4.18)
0

wobei dl eine infinitesimale Verriickung parallel zu e ist. L ist die Linge der Strecke,
die man durch die Elektronenwolke zuriickgelegt hat.

Ist der gestreute Stokesvektor fiir jedes Elektron gleich, so braucht die Integration
entlang der Sichtlinie nur iiber die Elektronendichte n, ausgefiihrt zu werden:

- . . A ~ df)
I = T/L(—Xout)RT(G)L(Xin)1E~ (4.19)
Hierbei ist 7 die optische Tiefe, welche als
L
T =07 /ne(l) dl (4.20)
0

definiert wurde. Diese stellt eine Lorentzinvariante dar, weil sich die Elektronendichte
ne umgekehrt zur Léinge dl transformiert.

Mit Gleichung (4.19) lassen sich unter speziellen Voraussetzungen einfache Beispiele
analytisch berechnen. In den nachfolgenden Kapiteln wird dies explizit fiir die Streuung
der Photonen des CMB vorgefiihrt. [43, 23]
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Kapitel 5

Streuung der Photonen des
Mikrowellenhintergrundes

In diesem Kapitel wird auf die Streuung der Photonen des CMB an den Elektronen
in Galaxienhaufen eingegangen. Es wird nur eine Pekuliarbewegung des Haufens mit
der Geschwindigkeit v’ relativ zum CMB beriicksichtigt. Man kann davon ausgehen,
dafl die statistisch verteilte, thermische Bewegung der Elektronen, welche den th-SZE
hervorruft (vgl. Abschnitt 3.1), weitgehend von der gerichteten, globalen Strémung der
Elektronen entkoppelt. Die thermische Bewegung wird daher hier vernachléssigt.

Unter der Voraussetzung, dafl die Pekuliargeschwindigkeit des Galaxienhaufens vom
Betrag her klein gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit ist (|v’| < ¢), kann man fiir die
Streuung der Photonen des CMB an den Elektronen in Galaxienhaufen im Ruhesystem
des Haufens von Thomsonstreuung, wie in Abschnitt 4.3 beschrieben, ausgehen. Die
Ergebnisse des k-SZE, welche in Abschnitt 3.2 ohne Herleitung genannt wurden, werden
hier begriindet.

Eine Folge der Bewegung des Galaxienhaufens relativ zum CMB ist die Entstehung
von teilweise linear polarisiertem Streulicht. Dies kann man sich anschaulich folgender-
maflen erklidren: Die CMBR wird als weitgehend isotrop und unpolarisiert vorausgesetzt.
Es gibt keine Vorzugsrichtung. Bei Streuung an ruhenden Elektronen ist das Streulicht
unpolarisiert, da nach Gleichung (4.17) iiber alle Einfallsrichtungen der Photonen ge-
mittelt wird. Bewegen sich die Elektronen jedoch in eine gemeinsame Richtung, so ist
der CMB im Ruhesystem der Elektronen nicht mehr isotrop. Diese Anisotropie ist der
Grund fiir die Entstehung von teilweise linear polarisiertem Streulicht.

Aus den obigen Uberlegungen wird klar, daf bei der Streuung an thermischen Elek-
tronen keine Polarisation auf Grund von Dipolstrahlung entstehen kann, weil es bei der
statistischen Bewegung keinerlei Vorzugsrichtung gibt.

5.1 Wahl der Bezugssysteme

Das System des Beobachters ruhe beziiglich des CMB und werde mit K’ bezeichnet.
Alle Groflen in diesem System seien mit einem Hochstrich gekennzeichnet. Der CMB
habe in K’ ein perfektes Schwarzkoérperspektrum und sei unpolarisiert. Das Ruhesystem
der Elektronen werde mit K bezeichnet.

Die Idee ist folgende: man transformiert den unpolarisierten, isotropen CMB in
das Ruhesystem der Elektronen. Dort kann man den Streuprozefl mit Gleichung (4.19)
beschreiben. Der Polarisationsgrad des gestreuten Lichts 148t sich mit (4.10) berechnen.
Da die Polarisation nach (2.16a) eine Lorentzinvariante ist, eriibrigt sich die Riicktrans-
formation nach K’.
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Abbildung 5.1: Veranschaulichung der gewéhlten Basisvektoren

Die Polarisation wird im Ruhesystem der Elektronen fiir einen mitbewegten Beob-
achter O berechnet. Die einzelnen zur Beschreibung nétigen Vektoren sind in Abb.5.1
illustriert. Deren Bedeutung wird im folgenden erlautert.

Transformation des Spektrums

Im System K’ hat der CMB ein Schwarzkorperspektrum. Nach Gleichung (2.15) gilt
I'(V) /v = I(v)/v3. Zur Vereinfachung wird die z-Achse parallel zur Geschwindigkeit
v’ der Elektronen gelegt. Von K aus gesehen bewegt sich K’ in negative z-Richtung.
Die Frequenz v/ erhélt man nach Gleichung (2.13), indem 8 — —f ersetzt wird:

V' =~v(1+ Bcosh). (5.1)

Die Richtung der Photonen in K weicht von der in K’ nach den Aberrationsfor-
meln (2.14) ab. Da der CMB in K’ jedoch isotrop ist, kommt es nicht auf die spezielle
Richtung vor der Transformation in K hinein an. Ein Schwarzkorperspektrum ist rich-
tungsunabhéngig.

Fafit man alles zusammen, so ergibt sich fiir die Intensitéit in K

o) = )=
(v, 0) = "5 T'(/) = A — (5.2)
Hierin ist A = 8:—2}’. Es wurde hierbei die richtungsabhéngige Temperatur als
T
T(6) 0 (5.3)

~ (1 + Beosh)

definiert. Dabei ist Tp = 2.728 + 0.004 K [6] die heutige Temperatur des CMB.

Die kosmologische Transformation des Spektrums der CMBR, hebt sich auf: Befin-
det sich der Galaxienhaufen bei einer Rotverschiebung z vom Beobachter O', so ist die
Temperatur der CMBR dort um einen Faktor 1+ z grofer: T'(z) = Tp(1 + z). Die Hin-
tergrundstrahlung werde nun am Elektronengas des Haufens gestreut. Das von O’ beob-
achtete Streulicht einer Frequenz v/ wurde als Licht der Frequenz v(1 + z) ausgesandt.
Daher heben sich die Faktoren 1 + z wieder heraus und man kann die kosmologische
Transformation bei der Rechnung ignorieren.
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‘Wahl der Polarisationsvektoren

Es soll unter anderem berechnet werden, welchen Polarisationsgrad der CMBR, ein im
System K ruhender Beobachter O messen wiirde. Dieser befinde sich unter einem Win-
kel o zur Geschwindigkeit v’ (z-Achse). Zur Beschreibung werden Kugelkoordinaten
gewdhlt. Damit ist der normierte Richtungsvektor des einfallenden Photons durch

k- sin 0 cos ¢
Ny = ﬁ = | sinfsing (5.4)
m cos 6

gegeben. Die Ausbreitungsrichtung des gestreuten Photons liegt fest, denn es muf3 den
Beobachter O erreichen. Man wihlt die xz-Achse daher so, dafl kyy in der z, z-Ebene
liegt und sich damit

sin av
Nout = 0 (55)
cos &

schreiben 148t. Der Winkel zwischen ny, und mnq.: werde mit © bezeichnet und ergibt
sich aus dem Skalarprodukt

Ny * Noyy = €08 O = cos b cos a + sin b cos g sin v . (5.6)

Dieses ist von der Richtung des einfallenden Photons k;, abhéingig.

In Abschnitt 4.3 wurde erwéihnt, dafl sich die Streuung am einfachsten beziiglich
der Streuebene, welche durch das einfallende und das gestreute Photon festgelegt wird,
beschreiben 148t. Deshalb wird als Ergénzung zu ng, die Polarisationsbasis

m = _out X Tn (5.7a)
‘nout X nin|
Nip — COS O Mgyt 1
I = = N, — cosOn, 5.7b
|nin — cos© ngyy|  sinO (72in out) ( )

gewihlt. Der Vektor I liegt dabei in der Streuebene, m steht senkrecht auf dieser. Die
so gewdhlte Polarisationsbasis ist von der jeweiligen Richtung des einfallenden Photons
abhingig.

Fiir den Beobachter O wird das Koordinatensystem in K wie folgt festgelegt: Die
Koordinatenachsen werden zur Unterscheidung von dem System, welches mit der Ge-
schwindigkeit v’ verkniipft ist, mit 7,7,z bezeichnet. Die Z-Achse liege parallel zur
Richtung n.,t des gestreuten Photons. Weiterhin sei die z-Richtung durch

— COS ¢
i = 0 (5.8)

sin av

gegeben. Zur Vollstidndigkeit nimmt man den Vektor 5 = (0,1,0) hinzu, wobei dieser
fiir die weitere Rechnung nicht von Bedeutung ist. Damit sind alle benttigten Vektoren
festgelegt (vgl. Abb.5.1).

Bei der Thomsonstreuung von unpolarisiertem Licht kann keine elliptische Pola-
risation entstehen (V' = 0). Durch die obige Wahl der Basisvektoren wird auch der
Parameter U = 0. Man muf} also nur die Stokesparameter I, () des gestreuten Lichts
berechnen.
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5.2 Berechnung des gestreuten Stokesvektors

Da der CMB vor der Streuung am ICM unpolarisiert ist, ben6tigt man keine Trans-
formation in die im vorangehenden Abschnitt definierte Streubasis I, m, ngy. Fiir die
Transformation von der Streubasis in die Basis des Beobachters O bendtigt man den
Winkel x := Xout, der sich aus dem Skalarprodukt von ¢ und I bzw. deren Kreuzprodukt
ergibt:

1
cosx = &-1 =——=/(cosfsina+ sinfcosycosw) (5.9a)
sin
. i x 1] sin 6 sin ¢ (5.9b)
iny = |t =—. .
X sin ©

Nun 148t sich der gestreute Stokesvektor I, nach (4.19) berechnen, was auf

. 1+ cos®*©
2
=5 —sin® © cos 2y .
I, () = T6r // — sin?© sin 2y sin 6 df dy (5.10)
0

fithrt. Hierbei ergeben sich cos? ©, cos 2y und sin 2 aus den Beziehungen

cos’® = C2CF + 3524520C, + S2S3C2 (5.11a)
cos2y = 2C2 —
=% (82 Ch + 3524520C,, + S2S3C2 — 1) (5.11b)

sin2y = 2C Sy

= 282 (SaS20S, + CaS2S2,) | (5.11c)

wobei die Abkiirzungen S, = sinx und C, = cosx verwendet wurden.

Setzt man (5.11) in (5.10) ein, so kiirzen sich die Faktoren 1/S% heraus Integriert
man anschlieflend iiber dyp und beachtet, daf die Integrale fo Chedx = 0 "S,.dr = 0
fir n € Z \ {0} und f% C2dx = 027r S2dr = 7w ergeben, so erhiilt man mit den
Abkiirzungen 1 = Cy und dp = —Sg do

1 l—i-,u + 5 (1—3,u)
L) = 5[ L S S i) . (5.12)
0

Hier sieht man klar die Aufspaltung des Stokesvektors der gestreuten Strahlung in pola-
risierten (S2(1—3u2)/2,52(1-342)/2,0,0) und unpolarisierten (1+42,0,0,0) Anteil. Des
weiteren entsteht bei der Thomsonstreuung der CMBR keine elliptische Polarisation,
was aus V = 0 folgt. Auf Grund der Wahl der Polarisationsbasis des Beobachters O ist
auch der Parameter U = 0. Daraus folgt, dafl der Polarisationsvektor € des gestreuten
Lichts parallel zu j ist und damit senkrecht auf der in die Himmelsebene projizierten
Komponente der Geschwindigkeit v’ steht.
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5.3 Berechnung der Polarisation

In Gleichung (5.12) tritt ein Integral iiber u?I,(u) auf, welches weiter unten nume-
risch behandelt wird. Eine analytische Losung ist iiber Reihenentwicklung mit Hilfe von
Computer-Algebra-Programmen moglich, fiihrt jedoch zu unhandlichen Ausdriicken. Im
Limes kleiner bzw. grofler Frequenzen kann der gestreute Stokesvektor berechnet werden,
was im folgenden geschehen soll. Die Ergebnisse der Rechnungen werden in Abschnitt
5.4 noch ausfiihrlich diskutiert.

Integrierte Polarisation

Da Thomsonstreuung unabhéngig von der Frequenz des einfallenden Strahlung ist, 1483t
sich (5.12) vor der Berechnung des Winkelintegrals iiber v integrieren. Dies bedeutet,
daB man statt I,(u) die integrierte Intensitit I(p) = ST%(u) einsetzen kann. Die Win-
kelintegration wird dadurch analytisch durchfithrbar, wobei Integrale der Form

1

/_;L_d __LL_L_;lziziﬁg
St ™ T s [, T s [0

1

/_Ji_% __lyzl[l 1 _2[1+35°]
A+Bpr ™ = 693 |1+8ul_, 3|0-p3]

-1

auftreten. Unter Verwendung dieser Beziehungen erhélt man als exakte Losung fiir den
gestreuten Stokesvektor in K’
- 2 Q2732
(o) = my28T < 1+5 9 g’aﬁ > : (5.13)
—-S23

Der Polarisationsgrad des gestreuten Lichts li8t sich nach Gleichung (4.10) aus den
Stokesparametern berechnen. Dazu muf jedoch neben der gestreuten Intensitét I°(«)
auch die ungestreute Intensitit [(«) und die absorbierte Intensitit I mps(a) = 7 1(«)
berticksichtigt werden. Der Polarisationsgrad der CMBR ergibt sich damit durch

p_ V@HUZ+V2 |Q(a)] (5.14)

Itot,u(a) (1 - T)L,(Oé) + IS(Q) .

Entwicklung von (5.14) fiir 3 < 1 bis O(8?) fiihrt auf

P(a) = S23% = 83r|. (5.15)

Wie man hier direkt sieht, kommt es fiir den Polarisationsgrad nur auf die Komponen-
te der Geschwindigkeit v’ in der Himmelsebene und die optische Tiefe 7 entlang der
Sichtlinie an. 7 ist dabei vom Ort in der Himmelsebene abhiéingig. Wegen der Lorentz-
invarianz des Polarisationsgrads gilt (5.15) auch fiir den relativ zum CMB ruhenden
Beobachter O’, wenn dieser die Polarisationsbasis wie der Beobachter O gewéhlt hat.

Das Ergebnis (5.15) stimmt mit dem von Audit und Simmons 1999 iiberein [44]. Wie
sie anmerkten, ist der Polarisationsgrad um einen Faktor 10 grofler als der von Sunyaev
und Zeldovich 1980. Deren damaliges Ergebnis sollte jedoch nur fiir den RJ-Bereich des
Spektrums gelten [10].
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Wien-Bereich

Es soll nun der Polarisationsgrad der CMBR, im hochfrequenten Wien-Bereich des Spek-
trums berechnet werden. Dazu setzt man die Wien-Ndherung (2.36a)

h
IW(M) ~ A3 B_kB—}O v(1+Bu) :

3
in Gleichung (5.12) ein. Mit den Definitionen z := k - v und A=A (kﬁ?) 1aBt sich

der gestreute Stokesvektor als
1

- 2, 831 _9a,2
I;N(Oé) _ 3TA/ 3 x/e,@zu< 1+,u + 2 (1 3p ) ) dp
8 g, (132

schreiben. Hierin hat man Integrale von Typ

/lleﬂ:w dp = _g_lx [e—ﬁw} 1_1 _ 251“;1;65”)

1
> B e QSinh(ﬂx)] B [sinh(ﬁx) _ 2cosh(Bz) QSinh(ﬁx)]
_/1 e = oy, |PEER| <a [ B B

zu 16sen. Der gestreute Stokesvektor hat damit im Wien-Bereich die Form

2\ sinh(Bz) 2 sinh(Bz)  cosh(Bx)
(1-+ CB) 0 + (B + Cno) | W50 — 5500

s2 30?;1;55 z) — sinh(fz) [_ + (ﬂ$)3H

2 () =2 At

~

(5.16)
Die Wien-Néherung ist fiir Frequenzen v > vy giiltig. Das Maximum des Spek-
trums der kosmischen Mikrowellenhintergrundstrahlung liegt nach dem Wienschen Ver-
schiebungsgesetz (2.35) bei v max ~ 160 GHz, woraus Tmax ~ 2.84 folgt. Betrachtet man
Frequenzen im Bereich 160 GHz < v < 10* GHz, so entspricht dies 2.84 < z < 177.7.
Da in der Gleichung (5.16) immer Terme Sz auftauchen und 3 ~ 1072 ist, kann keine
weitere Naherung fiir kleine 8 gemacht werden. Deshalb nimmt der Polarisationsgrad
nach Gleichung (5.14) im Wien-Bereich die Form

{3c?;2§gw> — sinh(fz) [% + ﬁ” ’

%1;—7— e*ﬁcax + (1 + CZ)Smh(ﬂx) + (C2 + C ) [Sl?gi)ﬂgx) _ Co(sﬁhag)ﬁf)}

PV (0) =

(5.17)

an. Erst fiir sehr hohe Frequenzen Bx > 1 vereinfacht sich der Polarisationsgrad im
Wien-Bereich zu

Bz>1
2
[

PV (a) m .

(5.18)

Diese Beziehung stellt ein eher akademisches Ergebnis dar, weil bei sehr hohen Frequen-
zen das Spektrum des CMB stark abféllt und vor allem von anderen Objekten, wie bei-
spielsweise Ferninfrarotstrahlung von Galaxien, galaktischer Cirrus (Staub), iiberstrahlt
wird. Aulerdem verliert die Thomsonndherung fiir sehr hohe Frequenzen ihre Giiltigkeit.
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Rayleigh-Jeans-Bereich

Die Intensitét I, (u) in (5.12) kann im niederfrequenten Limes durch die Rayleigh-Jeans-
Néherung (2.36b)

Akp
LY (n) =~ 5 v T(p)
beschrieben werden. Da < 1 vorausgesetzt wird, 148t sich die richtungsabhéngige
Temperatur T'(x) bis in 2. Ordnung von [ entwickeln:

T(u) = ?(1 Bt B+ O(5%). (5.19)

Der zweite Term der rechten Seite kann weglassen werden, da nur in pu gerade Terme
einen Beitrag zum Winkelintegral liefern. Einsetzen von (5.19) in (5.12) und Integration
iiber p fithrt auf

i Ak T 252 12
T —T—Boy2(1+5ﬁ 105 > (5.20)

v (a) - hv 7%Siﬁ2

Wie man sieht, ist |Q®’| von 2. Ordnung in 3. Daher darf fiir eine konsistente Niherung
bei der Berechnung des Polarisationsgrads nur die nullte Ordnung von I, (o) bertick-
sichtigt werden: Iio, (o) =~ AIZ—BvTO v2. Fiir den Polarisationsgrad im Rayleigh-Jeans-
Bereich ergibt sich somit

P¥(a) =L %7 (5.21)

Dieses Ergebnis stimmt mit dem von Sunyaev und Zeldovich 1980 iiberein (vgl. (3.17)).
Der Polarisationsgrad héngt nicht von der Frequenz ab.

5.4 Numerische Rechnungen

Die numerische Integration von Gleichung (5.12) wurde mit einem Gauf-Legendre-
Verfahren durchgefiihrt. Die Ergebnisse dieser Rechnung sind in Abbildung 5.2 fiir ver-
schiedene Geschwindigkeiten 3, und Inklinationen « dargestellt. Alle Berechnungen
wurden mit 7 = 0.1 durchgefiihrt.

Man erkennt deutlich den frequenzunabhéngigen RJ-Limes des Polarisationsgrads
nach Gleichung (5.21) fiir kleine v. Weiterhin sieht man eine leichte Abhéngigkeit vom
Winkel o im Wien-Bereich. Fiir 8, = 0.03 und « = 15° geht die Polarisation bei hohen
Frequenzen in die Séttigung. Allerdings folgt hieraus fiir § = 3,/ cos(«) ein Wert von
0.12. Typische Pekuliargeschwindigkeiten von Galaxienhaufen liegen im Bereich einiger
1000km/s, was einem 3 im Bereich 1072 entspricht. Daher ist die Beobachtung der
Sattigung an Galaxienhaufen nicht zu erwarten.

Zusétzlich wurden in Abbildung 5.2 die verschiedenen Frequenzbéander der PLANCK
Mission (gepunktete Linien) mit den geplanten Sensitivitéiten der einzelnen Polarimeter
(Quadrate) eingetragen [45, 44]. Im Wien-Bereich ergibt sich der gréBte Polarisations-
grad. Die Empfindlichkeit der Polarimeter der PLANCK Mission reichen im diesem
Frequenzbereich aber erst fiir 732 ~ 1075 zu einer Messung des Polarisationsgrads der
CMBR in Richtung von Galaxienhaufen aus.

Die Gesamtpolarisation iiber alle Frequenzen ergibt sich aus Gleichung (5.15) und
liegt fiir typische Werte von 7 und 3, im Bereich von 107°. Diese sollte auch mit
MAP und PLANCK messbar sein und liegt in weiten Bereichen {iber dem erwarteten
primordialen Polarisationsgrad [44].
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Abbildung 5.2: Numerische Ergebnisse fiir den frequenzabhéngigen Polarisationsgrad des CMB
in der Richtung von groflen Galaxienhaufen: Alle Kurven wurden fiir 7 = 0.1 berechnet. Die
Gruppen entsprechen G, = 0.01 und #; = 0.03. Innerhalb der Gruppe gilt von unten nach oben
a = 90°,45°,30°,15°. An der Kurve 5, = 0.03,a = 15° sieht man, dafl der Polarisationsgrad
fiir hohe Frequenzen in die Séttigung geht.

Zusitzlich wurden die verschiedenen Frequenzbinder der PLANCK Mission (gepunktete Linien)
mit den geplanten Sensitivitéiten der einzelnen Polarimeter (Quadrate) eingetragen [45, 44].
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Abbildung 5.3: Vergleich der numerischen Ergebnisse (gestrichelt) fiir den Polarisations-
grad mit denen der Niherungsformel (durchgezogen) im Wien-Bereich des Spektrums der
CMBR fiir 7 = 0.1: Der Polarisationsgrad wurde (von unten nach oben) fiir die Paare
(a, B1) = (45°,0.01), (30°,0.02), (15°,0.03), (15°,0.04) dargestellt. Man erkennt eine sehr gu-
te Ubereinstimmung der Niherungsformel mit den numerischen Ergebnissen.
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Abbildung 5.4: Grad der Polarisation bei sehr hohen Frequenzen nach Gleichung (5.17): Es
wurde bei allen Kurven 7 = 0.1 und 8 = 0.01 gesetzt. Fiir die Winkel gilt: « = 15° (lang
gestrichelt), o = 30° (durchgezogen), o = 45° (gepunktet) und o = 90° (gestrichelt). Der Limes
nach Gleichung (5.18) ist deutlich erkennbar.

In Abbildung 5.3 ist der Grad der Polarisation nach der numerischen Rechnung zu-
sammen mit den Ergebnissen der Ndherungsformel (5.17) aufgetragen. Es ergibt sich
eine sehr gute Ubereinstimmung der Néherung mit den numerischen Werten. Mit erdge-
bundenen und Ballon-Experimenten sollte eine Messung des Polarisationsgrads der CM-
BR in Richtung von Galaxienhaufen in Zukunft vorangetrieben werden. Die Gleichung
(5.17) stellt dabei eine brauchbare N#iherung fiir den Polarisationsgrad im Wien-Bereich
dar. Bemerkenswert ist, dafl man mit (5.17) die Polarisation auch fiir sehr hohe Frequen-
zen berechnen kann, wihrend es bei der numerischen Integration von Gleichung (5.12)
zu Problemen kommt. Fiir Frequenzen v > 10'2Hz ist die Polarisation in Abbildung 5.4
dargestellt. Man erkennt deutlich den Limes nach Gleichung (5.18).

5.5 Relative Intensitidtsinderung

Als letztes soll noch das Ergebnis von Sunyaev und Zeldovich 1980 [10] fiir die relative
Intensitatsdnderung der CMBR in Richtung eines Galaxienhaufens, welcher sich relativ
zum CMB mit einer Geschwindigkeit v bewegt, hergeleitet werden. Sie gaben hierfiir
damals die Gleichung

Al, xe®
-1

o= (5.22)

eLB

hv 1
k1o
Die relative Intensitétsinderung ist nach (2.16) eine Lorentzinvariante. Daher kann

ihre Berechnung im Ruhesystem der Elektronen K fiir den mitbewegten Beobachter O

an, mit x =

Weiter oben wurde = mit einem Faktor v definiert. Da Gleichung (5.22) nur bis in 1. Ordnung fiir
kleines 8 und nicht zu grofies x gilt, kann man diesen hier wegen v ~ 1 + O(5?%) weglassen.
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erfolgen (vgl. Abschnitt 5.1). Dazu geht man von

AL, Lew—1I, Ii—7I,
I, I, I,
IS
= I_: -7 (5.23)

aus. Fiir reine radiale Bewegung (Sa—¢c = 0) vereinfacht sich I} nach Gleichung (5.12)

zu
1

5= [ LG [1+ 47 du. (5.24)
-1
Der Parameter Q° wird identisch gleich Null, was zeigt, dafl durch eine radiale Bewegung
des Haufens keine lineare Polarisation entsteht.
Die Intensitét I, (u) 1aBt sich fiir kleines 3 = 3 und nicht zu grofies = (z8 < 1)
entwickeln:

:E3 zﬂf<l x3
1, = A — = A
u(ﬂ) er(1+8p) — 1 690(1 i Iﬁ,u) 1
3 3 T
o 1 T xe® B
N Ae“—l 1 4 zetbu NAez—l <1e"3—1>
er—1
re® 3
- I (1 -2 _’f) . (5.25)

Da bei der Integration nur gerade Potenzen in p beitragen, erhélt man fiir die gestreute
Intensitat

>l
Setzt man dies zusammen mit
1 1 1 re®
n s~ ()
in Gleichung (5.23) ein, so ergibt sich fiir die relative Intensitéitséinderung insgesamt

Al re®
L, - e

(5.26)

Bis auf das Vorzeichen ist dieses Ergebnis mit (5.22) identisch. Die Erkldrung fiir da
unterschiedliche Vorzeichen liegt darin, dafl Sunyaev und Zeldovich die positive Ge-
schwindigkeitsrichtung vom Beobachter weg und nicht wie hier auf den Beobachter zu
definierten.

In Abbildung 5.5 wurde die relative Intensititsinderung nach der Naherungsformel
(5.22) zusammen mit den Ergebnissen einer numerischen Berechnung dargestellt. Man
erkennt deutlich die Grenzen der Giiltigkeit im hohen Wienbereich des Spektrums,
wihrend es eine glinzende Ubereinstimmung im Rayleigh-Jeans-Bereich gibt.
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Abbildung 5.5: Relative Intensitétsénderung fiir 76, = 0.001: Die durchgezogene Linie

entspricht den Ergebnissen der numerischen Rechnung, wohingegen die gepunktete Linie die
N#herungsformel von Sunyaev und Zeldovich wiedergibt. Im hohen Wien-Bereich erkennt man
das Ende der Giiltigkeit der verwendeten Néherungen.



48

STREUUNG DER PHOTONEN DES MIKROWELLENHINTERGRUNDES




Kapitel 6

Kinetische Signatur durch
Rotation

Wenn in diesem Kapitel von ,kinetischer Signatur“ die Rede ist, bedeutet dies: Eine
messbare, vom Ort in der Himmelsebene abhéngige relative Intensitdtsdnderung der
CBMR in Richtung von Galaxienhaufen auf Grund der Streuung am relativ zum CMB
bewegten ICM. Eine mogliche Bewegungsart des ICM ist die Translation. Diese fiihrt
zum k-SZE und wurde in Abschnitt 3.2 bzw. Kapitel 5 diskutiert.

Hier soll als weitere mogliche Bewegungsart des ICM die Rotation untersucht werden.
Im allgemeinen wird davon ausgegangen, dafl bei der Strukturbildung im Kosmos keine
gerichtete Rotation entsteht. Dagegen zeigen aber alle gravitativ gebundenen Systeme
in unserer Umgebung — Sonne, Planeten, Sterne, Galaxien — Rotation.

Angenommen Galaxienhaufen wiirden intrinsisch nicht rotieren, so kann man sich
aber vorstellen, dal z.B. durch Haufen-Haufen Wechselwirkung oder Wechselwirkungen
von einzelnen Galaxien innerhalb des Haufens gerichtete Stromungen des ICM angeregt
werden konnen. Dies stiinde nicht im Widerspruch zu der Annahme eines nichtrotieren-
den Kosmos, da so nur lokale Abweichungen entstehen.

Bei der Auswertung der Rontgen-Morphologie von Galaxienhaufen wurden Achsen-
verhéltnisse 7,/r. im Bereich 0.8 — 0.9 festgestellt [46]. Diese konnten auf Abplattung
durch Rotation zuriickzufiihren sein. Auch neueste Simulationen sprechen fiir Rotation
des ICM mit Geschwindigkeiten in der Gréfienordnung von 500 — 1000 km/s [18].

Die geschilderten Zusammenhénge sind bisher noch nicht ausreichend untersucht
und daher auch schwer quantifizierbar. Es soll hier kein Modell eines rotierenden Gala-
xienhaufens abgeleitet werden, da die dazu erforderlichen theoretischen Uberlegungen
nicht Gegenstand dieser Arbeit sind. Daher wird zur Vereinfachung zunéchst von starrer
Rotation ausgegangen. Die Winkelgeschwindigkeit w wird so festgelegt, dafl die Rota-
tionsgeschwindigkeit am Kernradius r. des Galaxienhaufens in der Gréflenordnung von
500 — 1000 km/s liegt, also etwa im Bereich der beobachteten Geschwindigkeitsdispersi-
on.

Zu Beginn dieses Kapitels wird ein Ansatz zur Berechnung von kinetischen Signatu-
ren beliebiger Stromungen des ICM angegeben. Um eine Vorstellung von den zu erwar-
tenden Effekten zu bekommen, wird zunéchst auf eine von der Seite betrachtete rotie-
rende Elektronenscheibe eingegangen. Durch die Uberlagerung von Translations- und
Rotationsbewegung ergibt sich bei der Elektronenscheibe eine Verschiebung des Maxi-
mums der kinetischen Signatur. Dies legt die Vermutung nahe, daf} ein d&hnlicher Effekt
bei einem rotierenden Galaxienhaufen auftreten kénnte. Im darauf folgenden Abschnitt
wird daher die kinetische Signatur eines starr rotierenden Galaxienhaufens untersucht.
Im letzten Abschnitt wird das Rotationsmodell des Galaxienhaufens verbessert. Dabei
zeigt sich, dafl die Vorhersagen der beiden Modelle gut iibereinstimmen.
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6.1 Kinetische Signaturen

Betrachtet man eine zunéchst beliebig stromende Elektronenwolke, so ist der Betrag zur
relativen Intensitdtsdnderung von einem Volumenelement der optischen Tiefe dr durch

() -

ze® hv

gegeben. Die spektrale Abhéngigkeit wird durch G, = Z% TeTo

Da AII” eine Lorentzinvariante ist, kann man zur Berechnung der gesamten relativen
Intensuitéitsiinderung iiber die Einzelbeitrige entlang der Sichtlinie integrieren. Hierbei
mufl man aber beriicksichtigen, dal die Geschwindigkeit im allgemeinen ortsabhéngig
ist. Mit d7 = o7 ne dl erhélt man das Integral

mit z = beschrieben.

Al,
I,

=0T Gl, /,3” Ne dl . (6.1)

Sind die Geschwindigkeitsverteilung ) (1) und die Dichte ne(l) der Elektronen innerhalb
der betrachteten Wolke bekannt, so kann man mit dieser Gleichung die aus der Strémung
folgende relative Intensitéitsinderung berechnen.

Betrachtet man eine ausgedehnte Elektronenwolke, so kann es unter Umsténden
sein, daf} sich Teile dieser vom Beobachter weg und andere auf ihn zu bewegen. Je
nach Geschwindigkeitsfeld kann dies zu einem De- bzw. Inkrement der Intensitdt des
CMB fiihren. Betrachtet man eine rotierende Elektronenkonstellationen, so erwartet
man den groften Effekt bei einer Betrachtung von der Seite' und keinen Effekt bei
einer Betrachtung entlang der Rotationsachse.

6.2 Rotierende Elektronenscheibe

Fiir eine Abschétzung der zu erwartenden Effekte durch Rotation soll hier eine diinne,
starr rotierende Elektronenscheibe als einfaches Modell zur Berechnung der kinetischen
Signatur verwendet werden.

Elektronenscheibe von der Seite

Gegeben sei eine mit der Winkelgeschwindigkeit w starr um ihr Zentrum rotierende
Elektronenscheibe mit Radius R und konstanter Dichte ney. Die Scheibe liege in der
x,y-Ebene und w stehe senkrecht auf dieser. Die Sichtlinie verlaufe entlang der xz-Achse
(vgl. Abb.6.1). Die Rotationsgeschwindigkeit ergibt sich als Kreuzprodukt:

—yw
VRot = WXT= TWw
0
Fiir die Integration ist die zur Sichtlinie parallele Geschwindigkeitskomponente v = —yw

konstant. Nach Gleichung (6.1) braucht man also nur die Linge des Weges durch die
Scheibe zu bestimmen, welche durch

y2
L =2xy=2R 1—R—02

'Die Rotationsachse steht senkrecht zur Sichtlinie.
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Abbildung 6.1: Geometrie der starr rotierenden Elektronenscheibe

gegeben ist. Damit erhélt man fiir die relative Intensitatsidnderung des CMB durch die
Streuung an einer starr rotierenden Elektronenscheibe

AJV Yo |/ y(%
= — ;C [3 Gl/ - 1 — 59 9 6-2
< 11/ >R0t C7R0t R R2 ( )

mit den Definitionen 7. = 201 neo R und e Rot = %.
Geht man nun zusétzlich von einer globalen Bewegung der Scheibe aus, so kann man
den k-SZE fiir dieses einfache Beispiel als

Al, _ Yo
schreiben, wobei . v = “I* die zur Sichtlinie parallele Translationsgeschwindigkeit ist.

Die relative Intensitdtséinderung nach (6.2) und (6.3) ist in Abbildung 6.2 dargestellt.
Hierbei wurde ein fiir Galaxienhaufen typischer Wert der Geschwindigkeit 3.1 von 0.01
angenommen. Fiir die Rotationsgeschwindigkeit v. rot im Abstand R wurde ein fiir die
Rotationsgeschwindigkeit von Spiralgalaxien typischer Wert von 300km/s verwendet,
was einem [ ror von 0.001 entspricht. Wie sich zeigt, verschiebt sich das maximale In-
krement des k-SZE durch die Uberlagerung mit dem kinetischen Effekt durch die Rotati-
on. Dieses liegt nicht mehr im Zentrum der Scheibe, also nicht mehr dort, wo die optische

¢, Rot

Tiefe am groften ist. Die Grofle der Verschiebung ist fiir n = Beror g proportional zu

ﬁc,Tr
n. Wegen der verhéltnisméBig kleinen Rotationsgeschwindigkeit (Gc rot = % Be1x), wird

der Wert des Maximums nicht beeinflufit.

Es wurden hier nur der k-SZE infolge der Translation und der Rotation betrachtet.
Bei Galaxienhaufen liefert vor allem der th-SZE eine ortsabhéngige Stérung des CMB,
die in weiten Bereichen den k-SZE dominiert (vgl. Kapitel 3). Eine Uberlagerung des
th-SZFE und des k-SZE durch Rotation bei Galaxienhaufen kénnte daher schon fiir kleine
Rotationsgeschwindigkeiten ebenfalls zu einer Verschiebung des maximalen Temperatur-
dekrements fiithren. Diese Moglichkeit wird im n#chsten Abschnitt genauer untersucht.
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Abbildung 6.2: Kinetische Signaturen einer von der Seite betrachteten Elektronenscheibe
entlang der Scheibenebene: Dargestellt sind der k-SZE fiir . = 0.01 (gepunktet), der ki-
netische Effekt durch Rotation fiir S. rot = 0.001 (gestrichelt) und die Uberlagerung beider
Effekte (durchgezogen). Man erkennt eine Verschiebung des Maximums des relativen Inten-
sitdtsinkrements.

6.3 Rotierender Galaxienhaufen

Hier wird ein einfaches Modell eines rotierenden Galaxienhaufens zur Berechnung der
kinetischen Signatur infolge der Rotation benutzt. Durch Uberlagerung mit dem th-SZE
erhélt man eine Verschiebung des maximalen Dekrements, welche anschlieend genauer
untersucht wird.

Dichte-Modell

Fiir das Dichteprofil der Elektronen im Galaxienhaufen kann in erster Ndherung von ei-
nem isothermen S-Modell nach Gleichung (3.25) ausgegangen werden. Da bei Rotation
des ICM eine sphirische Verteilung der Elektronen im Haufen fraglich ist, mufl diese
leicht verdndert werden. Als einfachste Modifikation bietet sich eine Abplattung langs
der Rotationsachse an. Die Fliche, auf welcher die Elektronendichte auf die Hélfte des
zentralen Wertes abgefallen ist, stellt ein Rotationsellipsoid dar, welches im Hauptach-
sensystem S’ durch die Gleichung

+5=1 (6.4)

beschrieben wird. r. ist der Kernradius des Galaxienhaufens. Die Rotation soll in S’ mit
der Winkelgeschwindigkeit w’ = (0,0, w) um die z’-Achse stattfinden (vgl. Abb.6.3).
Definiert man die Parameter ¢ = r./r, und v = 33/2, so 18t sich das Dichteprofil
des rotierenden Galaxienhaufens im Hauptachsensystem in der Form
22 42 4 22\ 77
nlr) = e (14 L EEE

C

(6.5)

schreiben, wobei neg die zentrale Elektronendichte des Haufens ist. Die Gleichung (6.5)
leuchtet leicht ein: Entlang der 2’-Achse soll die Dichte bei r/ = (0,0, r,) auf den gleichen
Wert abgefallen sein wie bei ' = (r¢, 0, 0).
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Abbildung 6.3: Rotationsellipsoid

Nun wird der Fall beliebiger Inklination ¢ betrachtet. Dazu legt man das Beobach-
tungssystem S wie folgt fest: Die Sichtlinie verlaufe entlang der z-Achse. Die y-Achse
wihlt man so, dafl die Winkelgeschwindigkeit w in der x, z-Ebene liegt. Den Vektor 7’
erhélt man durch Drehung des Vektors r um die y-Achse. Setzt man diesen in (6.5) ein,
so fithrt dies auf

-

ne() = oo <1 N (C? + LZSE)ZL‘Q + 92 N (S? +.202)22% - 22(CiSZ'(L2 — 1)) Tz ’
7/‘C (¢}

(6.6)
mit den Abkiirzungen S; = sini und C; = cosi. Der Abfall der Elektronendichte ist
fir v > 1/2 im Limes stérker als 1/r. Im folgendem wird nur v > 1/2 zugelassen.
Damit kann man von einer infiniten Elektronenverteilung ausgehen. Bei der obigen
Wahl der Koordinaten ist die Integration entlang der Sichtlinie iiber z von —oo bis oo
durchzufiihren. Dieser Umstand vereinfacht die weitere Rechnung sehr.

r

Rotationsprofil

Die Rotationsgeschwindigkeit ist bei starrer Rotation in S durch

—Yw COS 1 0
VRot = V1 + v = | zwcosi+ zwsini | + 0 (6.7)
0 —yw sin ¢
gegeben. Beziiglich der Integration ist § = —%% sini konstant und kann somit vor

das Integral (6.1) gezogen werden. Fiir die Berechnung der kinetischen Signatur muf}
nur noch iiber die Elektronendichte integriert werden. Hier kommt es aber zu einem
Problem: Die Projektion von vge auf die Sichtlinie bleibt zwar konstant, aber der Ab-
solutbetrag iibersteigt ab einem bestimmten z die Lichtgeschwindigkeit c. Da jedoch
die Elektronendichte nach auflen hin stark abfillt, werden die Beitrige sehr groflier Ge-
schwindigkeiten unterdriickt. Man kann daher davon ausgehen, mit dem Modell starrer
Rotation eine gute Abschitzung der Effekte zu bekommen.
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Da auch v fiir zunehmendes y linear ansteigt, wird der Giiltigkeitsbereich des Mo-
dells in der z,y-Ebene auf [z, |[y| < r. eingeschrénkt. Weiter auBerhalb {ibersteigt v
die Virialgeschwindigkeit

GM
VvVir = R y (68)
welche fiir groe Galaxienhaufen (M = 2:10'% M, R = 2 Mpc) einen Wert von 2000 km /s
hat. Dies wiirde die Stabilitit des Haufens in Frage stellen.

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels werden die Ergebnisse der Rechnung nach die-
sem einfachen Modell des starr rotierenden Galaxienhaufens mit denen eines modi-
fizierten Rotationsprofils, welches die unphysikalischen Beitrdge der starren Rotation
vermeidet, verglichen. Wie sich dabei zeigt, ergibt die folgende einfache Rechnung eine
gute Abschétzung der Effekte und liefert zudem eine analytische Losung des Problems.

Berechnung des k-SZE infolge der Rotation

Mit dem oben beschriebenen Modell des rotierenden Galaxienhaufens vereinfacht sich
die Berechnung der spektralen Storung des CMB nach Gleichung (6.1) auf eine Integrati-
on iiber die Elektronendichte (6.6). Zur weiteren Vereinfachung werden die Abkiirzungen

2, ,2Q2),2 4 o2
2 - (Ci 4+ S;):x +y (6.92)
TC
2 202
- w (6.9b)
2
iDi(e” —1
g OSbe .

definiert, welche alle beziiglich der Integration konstant sind. Hiermit 148t sich (6.6) zu

Ne(T) = Neo <1 +a* — (%)2 - (bz - %)2> - (6.10)

umschreiben. Das Integral entlang der Sichtlinie kann mit den Substitutionen

d 2
A? = 1+d* - (3) (6.11a)
d
§ = b1, (6.11b)
in die Form - -
I = / ne dz = % (A2 +&)77 d¢ (6.12)

gebracht werden. Es hat somit den Wert

-1 n 1
I = ﬁ% 70 (A%)277 . (6.13)

Die I'-Funktion ist im Anhang A.1 erliutert. Die Berechnung von A2 fithrt w.m.l.s. auf

das einfache Ergebnis

[,2 :CQ y2

terea et

C

A% =1 (6.14)
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Definiert man nun noch die Konstanten

Te = 20T NeoTc (6.15a)

Be = w;"c (6.15h)
L(y—3)

k = T , 6.15¢c
I'(7) (6:15¢)

und resubstituiert, so ergibt sich fiir die relative Intensitétséinderung der CMBR auf
Grund von starrer Rotation des Elektronenmediums

1
Al, 1 i § § N
( ) :__,m-cﬁc(;y.g.s—<1+b7x +y> (6.16)
Rot

Iy 2 Tc /Slz + LQC% 812 + [’2012 E @

Betrachtet man den Galaxienhaufen unter einer Inklination von ¢ = 0, also entlang der
Rotationsachse, so bekommt man nach Gleichung (6.16) keine kinetische Signatur. Das
entspricht den Erwartungen, da in diesem Fall alle Geschwindigkeiten in der Himmel-
sebene liegen. Der Fall i = /2 liefert, wie erwartet, einen maximalen Effekt.

In Abbildung 6.4 wurde die relative Intensitéitsinderung fiir den Fall i = m/2
dargestellt. Fiir v+ = 1 (obere Bilder) besitzt das Intensitéitsde- bzw. inkrement in
groflen Absténden vom Zentrum einen Grenzwert. Beispielsweise geht die relative In-
tensitatsinderung auf der y-Achse im Limes gegen den konstanten Wert j:%/{ Te Be G,
weil die Geschwindigkeit linear mit dem Abstand vom Zentrum zunimmt, wihrend das
Dichteintegral fiir v = 1 im Limes wie 1/y abfillt. Da der Giiltigkeitsbereich des Modells
auf |z|, |y| < re eingeschrénkt wurde, spielt dieses Verhalten fiir die weiteren Betrach-
tung keine Rolle.

Fiir die beiden unteren Diagramme von Abbildung 6.4 wurde v = 1.5 benutzt. Der
Abfall des Dichteintegrals ist nun stérker als 1/r. Hier sieht man deutlich, dafl der Effekt
nur auf einen kleinen Bereich in der Ndhe des Haufenzentrums beschréankt ist. Ein solch
grofler Wert von v wird bei Galaxienhaufen allerdings nicht erreicht. Die typischen Werte
liegen im Bereich von v = 1. Dieser Fall dient nur zur Illustration, da man durch eine
Modifikation des Rotationsprofils qualitativ die gleiche Signatur wie nach dem Modell
starrer Rotation fiir v = 1.5 erwartet.

Uberlagerung des k-SZE infolge der Rotation mit dem th-SZE

In Kapitel 3 wurde der th-SZE diskutiert. Gleichung (3.6a) gibt das Temperaturdekre-

ment im RJ-Bereich ohne relativistische Korrekturen an. Dabei ist y = f TL5oTNe dl

der Comptonparameter. Unter Voraussetzung von Isothermalitit kann man das Tem-

peraturdekrement als
ATRY T.
= 207 FpTe Nne dl
T 2
0 /th—SZE MmeC

schreiben. Hier taucht ein Integral iiber die Elektronendichte auf, dessen Losung fiir
einen elliptischen Galaxienhaufen durch Gleichung (6.13) gegeben ist. Man erhélt daraus
fiir das Temperaturdekrement im RJ-Bereich auf Grund des th-SZFE

1
ATRJ - 0, 2 2 2\ 277
(%5) (e e th) G

- ’ 2 202 2 2
To ) h-szr 1/3124_L2012 S+ Cire g

mit den Abkiirzungen (6.15) und 0 , = 22ls.

MeC
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Abbildung 6.4: Relative Intensitdtsdnderung des CMBR in Richtung eines rotierenden Ga-
laxienhaufens fir ¢ = 7/2, + = 0.8 und 8. = 0.003 nach Gleichung (6.16): Fiir die beiden
oberen Diagramme wurde ein bei Galaxienhaufen typischer Wert von v = 1 angenommen. Die
beiden unteren Diagramme wurden fiir v = 1.5 berechnet. In den linken Diagrammen ist Alﬁ"
in der Himmelsebene in Einheiten von 7¢x G, - 1073 dargestellt. Helle Bereiche entsprechen ei-
nem relativen Intensitéitsinkrement, dunkle Bereiche einem Intensitéitsdekrement. In den rechten
Diagrammen sind die zugehorigen Schnitte entlang der y-Richtung aufgetragen (links gepunktet
markiert).
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Das maximale Temperaturdekrement der CMBR liegt im Zentrum des Haufens, wo
auch die Dichte der Elektronen am grofiten ist. Es wird durch

ATRI - O
( m) ___ KTele (6.18)

To th—SZE | /SZZ + LQC?

gegeben und ist von der Inklination 7 abhéngig.
Fiir die Summe aus th-SZE und den k-SZE infolge von Rotation nach Gleichung
(6.16) ergibt sich im RJ-Limes

1
ATRI KT 0 1 12 x2 2\ 277
< ) :Ce.|:1+nsiy:|.<1+2222+y2>
TO ges /S% + L2C,L2 2 Tc S’L +L C’L TC TC

(6.19)
wobei hier der Parameter n = g—: definiert wurde.

In Abbildung 6.5 ist das Temperaturdekrement der CMBR, in Richtung eines starr
rotierenden Galaxienhaufens in der Ndhe des Haufenzentrums fiir verschiedene Inklina-
tionen nach Gleichung (6.19) dargestellt. Die Dichte der Punkte deutet die Stirke des
Dekrements an. Zusétzlich sind Konturlinien des Dekrements auf Grund des th-SZE
ohne zusétzliche Rotation eingezeichnet, dessen Maximum im Zentrum des jeweiligen
Bildes liegt. Man erkennt deutlich eine Verschiebung der Maxima gegeneinander. Die
GroBlenordnung der Verschiebung liegt fiir v = 1, 6. = 0.003, kT, = 10keV und S; = 1
bei AyYmax ~ 0.08 7. Fiir typische Kernradien von 30” bedeutet dies eine Verschiebung
um 2.4".

Im Radiobereich erreicht man heute Winkelauflosungen < 1”. Die Rontgensatelliten
XMM-Newton und Chandra haben eine Winkelauflésungen im Bereich von ~ 1”.
Geht man davon aus, dafl die Rontgenemission des heiflen Elektronengases nicht von der
Rotation des Galaxienhaufens beeinfluit wird, so sollte durch Vergleich mit Radiodaten
diese Verschiebung bestimmbar sein. Dies wére ein direkter Hinweis auf eine Rotation
des untersuchten Haufens.

Wie in Kapitel 7 noch gezeigt wird, ergibt sich durch die Rotation des Galaxienhau-
fens zusétzlich eine Polarisationssignatur, welche die Ergebnisse einer Verschiebungs-
messung untermauern sollte.

Betrachtet man Schnitte entlang der y-Achse (vgl. Abb.6.6), so erkennt man ein Stei-
gen des Maximums mit zunehmenden 4. Dies ist hauptséchlich auf den Projektionseffekt
zuriickzufithren. Durch die Rotation des Galaxienhaufens wird der Wert des Maximums
nicht wesentlich beeinfluft. Dies kann man an der Differenz zwischen dem maximalen
Temperaturdekrement durch den th-SZE mit Rotation nach Gleichung (6.19) und dem
maximalen Dekrement durch den th-SZE ohne zusitzliche Rotation nach Gleichung

(6.18) sehen. Diese Differenz sei definiert als
ATRI
(5 (6.20)
Ty th—SZE

RJ
AA — (AT >
To /] ges
g Y=Ymax

In Abbildung 6.7 wurde AA fiir eine Inklination von i = /2 dargestellt. Es wurde
dazu schon ymax =~ 2(27777811) r. nach der erst weiter unter abgeleiteten Gleichung (6.23)
verwendet. Der Betrag von AA liegt in der Gré8enordnung von & 7. - 10~ und ist damit
um einen Faktor 100 kleiner als das Temperaturdekrement durch den th-SZE. Daher
hat die Rotation des Haufens keine wesentlichen Auswirkungen auf den Gesamtbetrag
des Dekrements. Die Rotation des Elektronenmediums bewirkt nur eine Verschiebung
des maximalen Dekrements aus dem Zentrum des Galaxienhaufens, d.h. dem Ort in der

Himmelsebene, wo die optische Tiefe 7 am grofiten ist.
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Abbildung 6.5: Temperaturdekrement in Richtung eines starr rotierenden Galaxienhaufens fiir
verschiedene Inklinationen i nach Gleichung (6.19): Alle Berechnungen wurden mit ¢! = 0.8,
0. = 10/511, n = 0.17 und v = 1 durchgefiihrt. Die Dichte der Punkte deutet die Stérke des

Temperaturdekrements an. Der Wert des maximalen Dekrements liegt in der Gréflenordnung
AT RJ

— =15k 1072, Schnitte entlang der y-Achse sind in Abbildung 6.6 aufgetragen.
Zusétzlich wurden die Konturlinien des Temperaturdekrements auf Grund des th-SZE ohne
eine zusétzliche Rotation eingezeichnet. Dessen Maximum liegt im Zentrum des jeweiligen Dia-
gramms. Man erkennt deutlich eine Verschiebung der Maxima gegeneinander.
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Abbildung 6.6: Schnitte durch das Zentrum eines starr rotierenden Galaxienhaufens entlang
der y-Achse fiir verschiedene Inklination ¢ nach Gleichung (6.19): Alle Berechnungen wurden mit
171 =108, 6, = 10/511, n = 0.17 und v = 1 durchgefiihrt. Die Kurven entsprechen von unten
nach oben: i = 0,7/4,7/3 und 7/2. Der Wert des maximalen Temperaturdekrements steigt
fiir zunehmendes i an. Dies ist auf den Projektionseffekt zuriickzufiihren. Die Verschiebung des
Maximums ist deutlich erkennbar.
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Abbildung 6.7: Differenz zwischen dem maximalen Temperaturdekrement auf Grund des th-
SZFE mit und ohne zusitzliche Rotation fiir verschiedene Werte von « unter einer Inklination von
i = m/2: Alle Rechnungen wurden mit 6, = 10/511 durchgefiihrt. Das zusétzliche Dekrement
durch die Rotation ist um zwei Groflenordnungen kleiner als das des th-SZE. Die Rotation
des Galaxienhaufens hat deshalb keinen wesentlichen Einfluf auf die Bestimmung der Hubble-
Konstanten mit Hilfe des th-SZE.
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Verschiebung des maximalen Dekrements

Es soll nun gekliart werden, wie grofl die Verschiebung des maximalen Temperaturde-
krements ist und in welche Richtung sie geht. Auf Grund der Symmetrie von (6.19) zur
y-Achse gibt es keine Verschiebung in z-Richtung. Um die Verschiebung des Tempera-
turdekrements senkrecht zur Rotationsachse zu bestimmen, leitet man (6.19) partiell
nach y ab. Aus den Nullstellen der Ableitung erhilt man die Extrema des Temperatur-
dekrements. Dabei miissen folgende Félle unterschieden werden:

(i) 7781-:0/\’y>% — Ymax = 0
q.
(i) 7S;#0 N v=1 — ymaxz%rc
Schliet man nS; = 0 Ay = 1 aus so ergibt sich die quadratische Gleichung
2y —1 1
§2 + g - =0 )
nSi(y =17 2(yv—-1)
mit £ = % Aus dieser folgen ein Maximum bei
(2y-1) 283 (y — 1)
=t o 1 22 6.21
S = S 1) RIS (621)

und ein Minimum in groffem Abstand vom Zentrum, welches hier aber nicht weiter

behandelt werden soll. Fiir v < 1 kann die Wurzel in (6.21) negativ werden. Daher

mufl man fiir den y-Wert des maximalen Temperaturdekrements zwei weitere Fille

unterscheiden:

(i) 7S;#0 A 3<vy<1 —  Ymax = &maxTe Mit  [nS;| £ ————x
2[(y = 1)|

(iv) 7S;#0 A 1 <x = Ymax = EmaxTc

Die Félle (iii) und (iv) gehen beide stetig fiir v+ — 1 in den Fall (ii) tiber. Der Fall
(iii) 148t sich auBlerdem fiir nS; — 0 stetig durch 0 ergénzen. Man kann also (i)-(iv)
zusammenfassend als

2v—1
fmaxrc fUI‘ |USZ‘ S ﬁ A % < Y S 1
"y p—
Ymax = (622)

EmaxTe flr 1 <y

schreiben. Die Verschiebung héngt nicht von ¢ ab.

In Abbildung 6.8 ist ymax fiir verschiedene Werte von v dargestellt. Man erkennt, dafl
fiir kleines nS; alle Kurven linear verlaufen. Bei groflen Werten von 7S; sind die Verschie-
bungen fiir v > 1 nach oben beschriankt. Man kann daher fiir (6.22) die Naherungsformeln

1Si 3} 2y — 1
—r fir |BS;| €K —/————— 5 <7y
01" S e
Ymax ~ (623)
1 2y —1
——"c fir nS;|>» —— A 1 <¥y
2(y—1) 2(y—1)

aufstellen. Hier sollte man anmerken, daf fiir Galaxienhaufen physikalisch nur der Be-
reich |n| < 1 Sinn macht: Wére z.B. n = 10, so wiirde mit einem typischen kT, =
10keV eine Rotationsgeschwindigkeit am Kernradius von v, ~ 0.2¢ folgen. Diese ist viel
grofer als die typische Virialgeschwindigkeit von Galaxienhaufen, welche im Bereich von
1000 km/s liegt. Ein solcher Haufen kann nicht stabil bleiben.
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Abbildung 6.8: Verschiebung des maximalen Temperaturdekrements bei der Uberlagerung

des th-SZE mit den k-SZE durch Rotation fiir verschiedene Werte von ~. Es besteht keine

Abhsingigkeit von der Abplattung ¢~ '.

6.4 Modifiziertes Rotationsprofil

Fiir die Rechnungen in Abschnitt 6.3 wurde von starrer Rotation ausgegangen. Mit
dieser Vereinfachung lief} sich die spektrale Storung des CMB analytisch berechnen. Wie
schon erwahnt wurde, ist dieses Modell physikalisch fiir r > r. nicht unbedenklich. Wie
man das Rotationsprofil abédndern sollte, und welche Abweichungen sich daraus zu der
bisherigen Rechnung ergeben, wird in diesem Abschnitt diskutiert. Die Abdnderungen
erfolgen dabei aus rein heuristischen Uberlegungen.

Modifikation des Rotationsprofils

Das typische Rotationsprofil von Spiralgalaxien hat qualitativ folgenden Verlauf: Zu-
néchst steigt die Rotationsgeschwindigkeit von Zentrum bis zu einem bestimmten Ra-
dius R etwa linear an. Dies ist auf die kugelférmige Struktur des massereichen Zen-
tralgebiets der meisten Spiralgalaxien zuriickzufiihren. Ist der Abstand zum Zentrum
grofler als R, so bleibt die Rotationsgeschwindigkeit weitgehend konstant oder f&llt leicht
nach auflen hin ab. Dies erkléirt man durch das Vorhandensein eines Halos aus dunkler,
nichtleuchtender Materie, welcher die Galaxie kugelférmig umgibt.

Diese Beobachtungstatsachen lassen sich auf Galaxienhaufen iibertragen: Wie sich
aus Beobachtungen zeigt, besitzen Galaxienhaufen ebenfalls eine massereiche, kugel-
formige Zentralregion. Deshalb liegt es nahe, auch hier bis zu einem bestimmten Radius
R von einer linear mit dem Abstand steigenden Rotationsgeschwindigkeit auszugehen.
Da man bei Galaxienhaufen ebenfalls die Existenz eines Halos aus Dunkelmaterie ver-
mutet, wird fiir groflere Abstéinde wie bei Spiralgalaxien eine konstante Rotationsge-
schwindigkeit angenommen.
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Die Frage ist nun, wie grof der Radius R des Bereichs starrer Rotation ist.? Ein
Ansatz wire, da R mit dem Kernradius r. der Elektronenverteilung identisch ist. Dies
ist jedoch nicht unbedingt so, da das heifle Plasma, welches in Galaxienhaufen enthal-
ten ist, weniger als ein Zehntel der Materie des Haufens ausmacht. Der andere Teil
ist in einzelnen Galaxien konzentriert bzw. befindet sich im Halo. Da die Verteilung
der gravitierenden Masse also nicht zwingend mit der Verteilung des heiflen Plasmas,
insbesondere der Elektronen, iibereinstimmt, wird R als Parameter offengelassen.

Berechnung des k-SZE infolge der Rotation mit dem modifizierten Ro-
tationsmodell

Im folgenden wird eine Inklination von ¢ = m/2 betrachtet. Die Koordinaten werden wie
in Abschnitt 6.3 gewéhlt. Der Bereich starrer Rotation sei durch das Rotationsellipsoid

22?4+ 19?4+ 22 = R? (6.24)
eingegrenzt, wobei R der Radius des Kreises ist, welcher aus dem Schnitt des Ellipsoids
mit der y, z-Ebene entsteht. ¢! ist das Halbachsenverhéltnis des Ellipsoids, welches
nicht mit ¢! iibereinstimmen muf. Man kann so z.B. auch die Entartung des Ellipsoids
(6.24) zu einem unendlichen Zylinder beriicksichtigen (e = 0). Schnitte des Ellipsoids
mit Ebenen, die parallel zur y, z-Ebene liegen, sind Kreise mit dem von x abhéngigen
Radius

R? — €222 fir |ex| <R

R, = (6.25)
0 fir |ezx| > R.

Fiir |ex| > R bekommt man keinen Schnitt mit den Ellipsoid. Der Abstand von der

Rotationsachse ist durch
p=Vy?+22 (6.26)

gegeben (vgl. Abb.6.9). Mit den obigen Bemerkungen hat der auf ¢ normierte Geschwin-
digkeitsvektor die Form

( 0
Oc = fir p< R,
_Y
Tc
IBmod = (627)
0
Or % fir p> R,
_Y¥
P
mit G = ¢ und Br = ﬂclf—f. Die zur Sichtlinie parallele Komponente von 3 ist damit
durch
5. L fir p<R,
Tc
Bl mod = B (6.28)
5.2 i p>R,
Te p

gegeben. Wie nach dem Modell reiner starrer Rotation ist die auf die Sichtlinie proji-
zierte Geschwindigkeit fiir p < R, konstant. Im Limes z — oo nimmt sie dagegen fiir

p > R, wie 1/z ab (vgl. Abb.6.9).

2Wie sich zeigen wird, hiingt die Ubereinstimmung der Ergebnisse der beiden Rotationsmodelle direkt
von R ab.
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Abbildung 6.9: Modifiziertes Rotationsprofil eines Galaxienhaufens fiir R, = 1.5r¢: Die
iibereinander liegenden Graphen gehoren jeweils zusammen. Die in den unteren Diagrammen
betrachteten Schnitte durch das Rotationsprofil sind gepunktet in den oberen Skizzen einge-
zeichnet.
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Es soll nun die kinetische Signatur nach dem modifizierten Rotationsprofil mit dem
Ergebnis unserer vorherigen Rechnung verglichen werden: Fiir die Elektronendichte n,
folgt aus Gleichung (6.6) mit ¢ = 7/2

2,2 2 2\ 7
€e“x + z
N (Rt iy

2
C TC

Die Ortsabhingigkeiten konnen in dem Formfaktor fo = ne/nep zusammengefafit wer-
den. Definiert man noch die Abkiirzungen

4

X = o (6.29a)

£ = ri (6.29b)
Ry —y?  fir |y <R,

Y = (6.29¢)
0 fir |yl > Rg,

so kann man den Ansatz fiir die relative Intensitdtsdnderung nach dem Modell reiner
starrer Rotation folgendermafien aufschreiben:

E/’!‘C o0

Al, L
(F) = —maci O/fed§+/fed§ . (6.30)

3/re

Der Ansatz fiir die relative Intensitéitséinderung nach dem modifizierten Rotationsmodell
ist mit den Abkiirzungen (6.29) durch

3/re

Al, R, 3 £,
= PGy cdé+ = [ —==d 6.31
< I, >Rot,mod i ﬁ X O/ f €+ Tc / \/W 5 ( )

3/re

gegeben. Beide Modelle liefern fiir £ < ¥/r. die gleichen Beitrége zur relativen Inten-
sitdtsinderung. Der Anteil der Integrale fiir X/r. < £ zur relativen Intensitétsdnderung
nimmt mit steigendem R stark ab, was auf die nach aufien abfallende Elektronendichte
zuriickzufithren ist. Dies kann man an Abbildung 6.10 ablesen. Dort sind die numeri-
schen Ergebnisse fiir die relative Intensititsinderung nach (6.30) bzw. (6.31) fiir 2 =0
und verschiedene Werte v aufgetragen. Fiir groBeres R werden die Unterschiede zwi-
schen den Ergebnissen der Modelle schnell kleiner. Deshalb kann das Modell der starren
Rotation als gute Ndherung angesehen werden.
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Abbildung 6.10: Numerische Ergebnisse fiir die relative Intensititsinderung der CMBR nach
dem modifizierten Rotationsprofils (gestrichelt) im Vergleich zum Modell starrer Rotation
(durchgezogen) entlang der y-Achse (z = 0) fiir eine Inklination von i = /2.

Der Wert von v wurde dabei wie folgt variiert: Fiir das jeweilige Modell steigt v von 0.9 fiir die
oberste Kurve bis 1.10 fiir die unterste Kurve in Schritten von 0.05 an.

Zuséatzlich wurde bei den verschiedenen Diagrammen die Gréfle der Zone starrer Rotation R va-
riiert. Mit zunehmendem R werden die Unterschiede zwischen den beiden Modellen kleiner: Fiir
R = r. unterscheiden sich die Ergebnisse um ca. 30%, wohingegen fiir R = 4r. die Abweichung
nur noch etwa 10% betréigt.



66

KINETISCHE SIGNATUR DURCH ROTATION




Kapitel 7

Polarisationssignatur durch
Rotation

In diesem Kapitel wird die Polarisationssignatur eines rotierenden Galaxienhaufens fiir
Inklinationen i = 0 und /2 berechnet und diskutiert.

7.1 Polarisationssignaturen

Von der Diskussion des k-SZE ist schon bekannt, dafl bei der Streuung der Photonen
des CMB an den Elektronen in Galaxienhaufen lineare Polarisation entsteht, wenn sich
der Haufen relativ zum CMB in der Himmelsebene bewegt. Die Polarisationsebenen
standen dabei senkrecht auf der Richtung der dimensionslosen Geschwindigkeit 3 . Die
Berechnung der gestreuten Stokesvektoren vereinfachte sich dadurch, daf3 alle Geschwin-
digkeitsvektoren entlang der Sichtlinie identisch waren (vgl. Kapitel 5).

Betrachtet man nun eine Elektronenwolke mit beliebigem Strémungsfeld, so sind im
allgemeinen die Geschwindigkeitsvektoren entlang der Sichtlinie nicht mehr identisch.
Sie haben insbesondere keine einheitliche Richtung mehr. Daher gibt es auch kein ge-
meinsames Ruhesystem, und man mufl den gestreuten Stokesvektor an jedem Ort in
der Wolke einzeln berechnen. Dies bedeutet aber, dafl man fiir jeden Ort eine eigene
Transformation des CMB-Spektrums in das lokale Ruhesystem benutzen mu$.

Nun kommt man leicht auf die Idee, die Polarisation in diesem lokalen Ruhesy-
stem zu berechnen und anschliefend ihre Lorentzinvarianz auszunutzen, um die Ge-
samtpolarisation als Integral {iber die Einzelbeitridge entlang der Sichtlinie zu berech-
nen. Dies ist im allgemeinen aber falsch, denn durch die unterschiedlichen Richtungen
der Geschwindigkeitsvektoren haben auch die Polarisationsebenen unterschiedliche Ori-
entierung zueinander. Dadurch kommt es zur Depolarisation, die man nur mit einer
vollstdndigen Angabe des gestreuten Stokesvektors im Ruhesystem des dufleren Beob-
achters beriicksichtigen kann.

Das Ziel dieses Kapitels ist nicht, die Polarisationssignatur eines rotierenden Ga-
laxienhaufens fiir beliebige Inklination zu berechnen. Es werden hier vielmehr Spezi-
alfiille herausgegriffen, bei denen sich die Rechnung sehr vereinfacht und eine analytische
Losung erlaubt. Fiir den allgemeinen Fall muf3 auf numerische Methoden zuriickgegriffen
werden, welche sowohl die gestreuten Stokesvektoren (5.12) als auch die einzelnen Dreh-
ungen der Polarisationsbasis und Lorentztransformationen beriicksichtigen. Dies soll je-
doch in dieser Arbeit nicht weiter verfolgt werden.
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Ansatz zur Berechnung des Polarisationsgrads fiir i = 0 und 7/2

Betrachtet man eine rotierende Elektronenscheibe von der Seite (i = 7/2), so liegen
alle Geschwindigkeitsvektoren in einer Ebene senkrecht zur Rotationsachse. Die Polari-
sationsebenen entlang der Sichtlinie fallen dann ebenfalls zusammen. Damit kann man
in diesem speziellen Fall den Grad der Gesamtpolarisation durch ein Integral iiber die
Einzelbeitrige entlang der Sichtlinie berechnen. Auch fiir eine Betrachtung entlang der
Rotationsachse (i = 0), reduziert sich die Rechnung auf ein Sichtlinienintegral iiber die
Einzelbeitrige.

Da die Gleichung (5.12) im allgemeinen nur numerisch 16sbar ist, soll hier zunéchst
nur den Grad der Polarisation im RJ-Bereich berechnet werden. Dazu geht man von
Gleichung (5.21) aus. Den Grad der Gesamtpolarisation durch Rotation erhélt man aus
dem Sichtlinienintegral

1 1
Pl = 55 [ Fnondr = 5o [ 8 e, (1)

Diese Gleichung ist nur fiir die Spezialfille i = 0 und i = 7/2 giiltig.

7.2 Polarisationssignatur eines Galaxienhaufens

Zunéchst wird in diesem Abschnitt auf die Polarisationssignatur eines Galaxienhaufens,
der sich in der Himmelsebene mit v, bewegt, eingegangen. Anschliefend wird die Pola-
risationssignatur eines rotierenden Galaxienhaufens fiir die Inklinationen ¢ = 0 und 7/2
mit Hilfe von (7.1) berechnet. Die Koordinaten seien wie in Kapitel 6 gewahlt. Als Mo-
dell fiir die Dichte der Elektronen wird das modifizierte 5-Modell nach Gleichung (6.6)
verwendet.

Polarisationssignatur eines Galaxienhaufens durch globale Bewegung

Die Polarisationssignatur im RJ-Bereich auf Grund der globalen Bewegung des Gala-
xienhaufens 148t sich mit Hilfe von Gleichung (5.21) berechnen. Darin ist £, die di-
mensionslose Geschwindigkeit des Galaxienhaufens in der Himmelsebene. Eine radiale
Bewegung, also eine Bewegung parallel zur Sichtlinie, ergibt keine Polarisation. Die vom
Ort in der Himmelsebene abhéingige optische Tiefe 7 erhédlt man aus dem Sichtlinienin-
tegral iiber die Elektronendichte. Mit Gleichung (6.6) ergibt sich

1
1 1 2 2 2\ 377
T(z,y,1) = = KTe <1 + : a + y_> (7.2)

2 \/m S? + LZC% r2 = r?

fiir die optische Tiefe.! Es wurden die Abkiirzungen (6.15) benutzt.
Der Grad der Polarisation im RJ-Bereich ist dann durch

1 .

P%‘:]Z = E T(:I:7 Y, Z) ﬁﬁ_,Tr (73)
gegeben. Der Polarisationsgrad hat bis auf einen Vorfaktor die gleiche x, y-Abhéngigkeit
wie das relative Temperaturdekrement durch den th-SZE nach (6.17). Die Polarisations-
ebenen stehen alle senkrecht zur Richtung der Geschwindigkeit v, in der Himmelsebene.

'Die Abplattung ¢~ wird als Modellparameter beriicksichtigt. Die Inklination i ist hier als Winkel
zwischen der Sichtlinie und der kleinen Halbachse definiert.
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Polarisationssignatur nach dem Modell starrer Rotation (i = 7/2)

Fiir eine Inklination von ¢ = /2 ist die Dichte der Elektronen durch

2,.2 2 2\ 7
Lcxe + z
ne(r):neo <1+72y+ >

C

% (7.4)

gegeben. Bei starrer Rotation um die x-Achse ergibt sich die zur Sichtlinie senkrechte
Komponente der Rotationsgeschwindigkeit als

v =z2wey, (7.5)

wobei e, der Einheitsvektor in y-Richtung ist. Mit der Abkiirzung (6.29b) und

2.2, .2
9 'ty
A = 1+ oz (7.6)
erhélt man durch Einsetzen von (7.4) und (7.5) in (7.1) ein Integral der Form
I= /52(A2+§2)7 d¢ . (7.7)
0

Dieses divergiert fiir v < 3/2, was auf die unphysikalischen Beitrige starrer Rotation
zuriickzufithren ist (vgl. Kapitel 6). Da der typische Wert von ~ gleich 1 ist, muf} das
Rotationsprofil fiir die Berechnung der Polarisationssignatur abgeédndert werden.

Polarisationssignatur nach dem modifizierten Rotationsmodell (i = 7/2)

In Abschnitt 6.4 wurde eine mogliche Modifikation des Rotationsprofils diskutiert, wel-
che nun verwendet werden soll.

Aus der Gleichung (6.27) ergibt sich die Komponente der Rotationsgeschwindigkeit
in der Himmelsebene als

8. = fir p< R,
Tc
ﬁJ_,mod - R (7 8)
Oc ez fir p> R,;,
Te P

wobei R, und p durch (6.25) und (6.26) gegeben sind.

Setzt man (7.4) und (7.8) in (7.1) ein und benutzt die Abkiirzungen (6.29) und (7.6),
so ist der Grad der Gesamtpolarisation im RJ-Bereich bei einer Inklination von 7/2 zur
Rotationsachse durch

X/re 00
R =t | [ ewraeyar i [ 8 eieyal| o
Rot, 5 10 cMc ,rg X2+£2 :
0 E/""c

gegeben. Die Integrale in (7.9) konvergieren fiir v > 1/2. Fiir allgemeines v findet man
auch mit Hilfe von Computer-Algebra-Programmen keine Losung von (7.9). Man muf
den Grad der Polarisation daher im allgemeinen numerisch berechnen.
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Benutzt man fiir v den fiir Galaxienhaufen typischen Wert von 1, so kann man die
Integrale analytisch 16sen. Sie ergeben sich als

3/re
¢ d
I = —
1 / A2 + 52 5
0
b)) b))
= — — Aarct 1
o arctan <7’CA> (7.10a)
L, = d
2 = | e ©
3/re
o A— x| A arctan (n%) — y arctan (%) (7.100)
T 9 A2 X2 A2 — X2 : :
Mit der Funktionsdefinition
Y Y
F(X,Y)= — — Xarct 7.11
(X,Y) - arctan (rCX> ( )
erhélt man fiir den Polarisationsgrad im RJ-Bereich
1 T R2 A—|x| R F(x,X) — F(A)Y)
RJ _ 2 T x y ’
Protz = 19 e e §¥_A2—X2_+F(A’E)_E A7 2 (7.12)

Der Grad der Polarisation nach Gleichung (7.12) ist in der Abbildung 7.1 dargestellt.
Die Parameter R und € wurden frei gewédhlt. Zum morphologischen Vergleich wurde in
Abbildung 7.1a auch das Temperaturdekrement auf Grund des th-SZE in Graustufen
untergelegt. Das Temperaturdekrement hat die Form einer oblaten Ellipse. Im Gegen-
satz dazu hat die Polarisationssignatur die Form einer prolaten Ellipse. Die Form der
Polarisationssignatur ist stark davon abhéngig, wie die Parameter R und e gewé&hlt
werden. Fiir e — 0 entartet der starr rotierende Bereich zu einem Zylinder entlang der
x-Achse. Dadurch wird auch die Elongation der Ellipse der Polarisationssignatur in x-
Richtung grofer. Mit zunehmender Abplattung (1 < €) entartet der starr rotierende
Bereich zu einer diinnen Scheibe. Die CMBR, ist dann nur in einem schmalen Saum
durch das Zentrum des Galaxienhaufens polarisiert.

Die Abbildung 7.2 zeigt den Polarisationsgrad entlang der y-Achse fiir verschiedene
Werte von . Die Integrale in (7.9) wurden numerisch berechnet. Mit steigendem -~y
nimmt der Grad der Polarisation wegen des stérkeren Abfalls der Elektronendichte ab.

Fiir den zentralen Polarisationsgrad erhilt man aus Gleichung (7.12)

1 TR R R? R
RJ _ 2| = =
Pc,g =17 Bz [2 2 + . (7’2 + 1> arctan Tc] . (7.13)

Dieser ist nicht von e abhingig. Aus R = 7. folgt PR = 1—10 7. B2. Fiir B, = 0.003 und
einer zentralen optischen Tiefe 7. = 0.1 ergibt dies eine Polarisation von PCRJ =9.10"8.
Dies liegt nicht im Bereich des heute messbaren.

In Abbildung 7.3 ist der zentrale Polarisationsgrad in Abhéngigkeit von v und R
aufgetragen. Mit zunehmenden R steigt der Grad der Polarisation und die Abhéngigkeit
von « wird ebenfalls stérker.
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Abbildung 7.1: Polarisationssignatur eines rotierenden Galaxienhaufens fiir ¢ = 7/2: Alle
Berechnungen wurden fiir R = 7., t=! = 0.8 und ¢! = 5 durchgefiihrt.

(a) Die Striche zeigen die Richtung der Polarisationsebenen. Der Grad der Polarisation wurde
durch die Lénge der Striche illustriert. Die Polarisationsebenen liegen alle parallel zur z-Achse.
Der Grad der Polarisation ist im Zentrum am gréfiten. Zusétzlich wurde das relative Tempera-
turdekrement auf Grund des th-SZE in Graustufen untergelegt.

(b) Der Grad der Polarisation in Graustufen. Die Form der Polarisationssignatur ist stark davon
abhéngig, wie die Parameter des Rotationsmodells gew#hlt werden.
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Abbildung 7.2: Grad der Polarisation entlang der y-Achse fiir i = 7/2 : Alle Berechnungen
wurden fiir R = r., t=! = 0.8 und e~ ! = 5 durchgefiihrt. Der Wert fiir v steigt in Schritten
von 0.05 von 0.9 fiir die oberste Kurve auf 1.1 fiir die unterste Kurve. Die durchgezogene Linie
entspricht v = 1.
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Abbildung 7.3: Grad der zentralen Polarisation fiir ¢ = 7/2 in Abhéngigkeit von ~ fiir ver-
schiedene R: Der Wert fiir R steigt von r. fiir die unterste Kurve auf 3r. fiir die oberste Kurve
in Schritten von 0.5. Die Abhéngigkeit von v wird mit wachsendem R grofier.
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Abbildung 7.4: Veranschaulichung der GréBen R, r, 7., 2, und R/e
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Polarisationssignatur nach dem modifizierten Rotationsmodell (i = 0)

Bei einer Inklination von 7 = 0 zur Rotationsachse ist die Elektronendichte durch

2 2 2.2\ —7
e+ Lz
Ne(T) = neo <1 + - LA >

C

- (7.14)

gegeben. Den Abstand von der Rotationsachse erhélt man durch

r= a2, (7.15)
Damit ist der Bereich starrer Rotation durch das Ellipsoid

r? 4+ €222 = R? (7.16)

begrenzt.
Die dimensionslose Komponente der Rotationsgeschwindigkeit in der Himmelsebene
ergibt sich als

Be T fir |z| <zm
Tc
BLmod = B (7.17)
Be 2 fir e < |2 < .
Te €
Hier sind z,, und r, durch
(1
“VRZ -2 fir r<R
€
Zm = (7.18a)
0 fir R<r
R? — €222 fir |z| < R
€
r, = (7.18b)
0 fiir R < |z|
€

gegeben (vgl. Abb.7.4).

Setzt man (7.14) und (7.17) in (7.1) ein und benutzt die Abkiirzung = 1z /7., so ist
der Polarisationsgrad im RJ-Bereich bei einer Inklination von ¢ = 0 zur Rotationsachse
durch

1 7 r? R?
PP?C;]t,O =10, B2 [72 I3 + 7“—2]4} (7.19)
gegeben. Dabei sind die Integrale
L2m [Tc 72 —y
I; = / (1 +3 +§2) de (7.20a)
0 C
AL 2,.2 2 -
€T, r
I, = 1——5&) (1+=+&) d 7.20b
; £[< Tt (145 +€) (7.200)

zu 16sen, welche mit v > 1/2 fiir beliebige € konvergieren.
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Abbildung 7.5: Polarisationssignatur eines rotierenden Galaxienhaufens fiir v = 1 und ¢ = 0:
Alle Berechnungen wurden fiir R = 7., :~' = 0.8 und ¢! = 5 durchgefiihrt.

(a) Die Striche zeigen die Richtung der Polarisationsebenen. Der Grad der Polarisation wurde
durch die Lange der Striche illustriert. Im Zentrum ist der Polarisationsgrad gleich 0 und erreicht
sein Maximum bei r &~ R. Zuséatzlich wurde das relative Temperaturdekrement auf Grund des
th-SZE in Graustufen untergelegt.

(b) Der Grad der Polarisation in Graustufen: Der Polarisationsgrad hat sein Maximum in einem
Ring um das Zentrum des Galaxienhaufens.

Im allgemeinen mufl man den Grad der Polarisation numerisch bestimmen. Fiir
~v =1 kann man die Integrale (7.20) jedoch analytisch 16sen. Man erhélt

LZm

arctan

2 2

T (7.21a)

1+%5

2.2 2

€“r r €r €z
I, = |1 c (142 )| .1 74(17—“‘) 7.21b
4 [ + 1’>R? < + r§>] ) LR R ( )

arctan i — arctan —4m

H(r) = Vet _ et (7.21c)
WJ1+ :—3

Der Grad der Polarisation nach Gleichung (7.19) fiir v = 1 ist in Abbildung 7.5
dargestellt. Der Polarisationsgrad hat sein Maximum in einem Ring mit Radius R um
das Zentrum des Galaxienhaufens, also dort, wo der Bereich starrer Rotation in den mit
konstanter Geschwindigkeit rotierenden Bereich {ibergeht.

Die Abbildung 7.6 zeigt den numerisch berechneten Grad der Polarisation in Ab-
héngigkeit vom Abstand r fiir verschiedene Werte von . Mit wachsendem ~ nimmt der
Grad der Polarisation wegen des stiarkeren Abfalls der Elektrondichte ab. Die Lage des
Maximums ist nicht von v abhéngig.

Der Abbildung 7.7 entnimmt man, dafl sich das Maximum der Polarisation fiir
grofferes R nach auflen verschiebt. Der Wert des Maximum wird mit zunehmenden
R ebenfalls grofier.

In Abbildung 7.8 wurde der Parameter € variiert. Die Lage des Maximums ist nicht
von € abhéngig. Fiir abnehmende e ndhert sich der radiale Verlauf des Polarisationsgrads
den Verlauf nach Gleichung (7.22) an.
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Abbildung 7.6: Grad der Polarisation in Abhéngigkeit vom Abstand r zum Zentrum fiir ¢ = 0
fiir verschiedene ~: Alle Berechnungen wurden mit R = 7., ¢! = 0.8 und e~ = 5 durchgefiihrt.
Die Lage des Maximums ist bei r = R.
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Abbildung 7.7: Grad der Polarisation in Abh#ngigkeit vom Abstand r zum Zentrum fiir i = 0
fiir verschiedene R: Alle Berechnungen wurden fiir :=! = 0.8, ¢! = 5 und v = 1 durchgefiihrt.
Die Lage des Maximums ist bei r = R.
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Abbildung 7.8: Grad der Polarisation in Abhéngigkeit vom Abstand r zum Zentrum fiir i = 0
fiir verschiedene e: Alle Berechnungen wurden fiir R = r, ¢+~ = 0.8 und v = 1 durchgefiihrt.
Die Kurven entsprechen von unten nach oben € = 1/5, 1/10, 1/15 und 1/20. Fiir abnehmende
e nihert sich der Verlauf der Polarisation der Grenzfunktion (7.25) an.

Betrachtet man nun den Fall ¢ — 0, so entartet der Bereich starrer Rotation zu einem
unendlichen Zylinder mit der Symmetrieachse parallel zur Rotationsachse. In diesem Fall
lassen sich die Integrale (7.20) fiir v > 1/2 analytisch losen. Der Polarisationsgrad im
RJ-Bereich bei einer Inklination von ¢ = 0 zur Rotationsachse ist dann durch

2
7“_2 fir r<R
r
1 C
Pfl{%(;]t,O,EZO = 1_0 T(ZC, Y, 0) ﬂcZ : ) (722)
R— fir R<r

gegeben. Hierbei wurde 7(z,y, i) nach Gleichung (7.2) benutzt.
Fiir v = 1 kann man den Polarisationsgrad auch aus den Grenzwerten der Losungen
(7.21) berechnen: Fiir € — 0 geht zy, in

00 fir <R
PANES liII(lJ Zm = (7.23)
€E—>
0 fir R<r
iiber. Die Losungen der Integrale (7.20) ergeben sich damit aus den Grenzwerten

Lz

arctan m
2 2
limly = — =L (7.24a)
e—0 1 + :_2

*
L2

% — arctan

lim I, = Vrete? (7.24b)

2
e—0 1_1_:_2
C
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Fiir r < R verschwindet Iy. Gilt R < r so ist I3 = 0. Aus (7.24) erhélt man somit den
Polarisationsgrad als

r2
— fir »r<R
1 7 T 1 Tg
PR oo = = — B2 5 —F—— - (7.25)
o 10 ¢ 2 1472 R
Te —2 fur R <r
r

Man erkennt unmittelbar, dafl das Maximum der Polarisation bei » = R, also an der
Grenze zwischen starrer und flacher Rotation, liegt.

Polarisationssignatur bei Uberlagerung von Translation und Rotation
des Galaxienhaufens

Die Polarisationssignatur, welche durch eine Translation des betrachteten Galaxienhau-
fens mit der konstanten Geschwindigkeit 3, 1, entsteht, wird fiir beliebige Inklination
und beliebige Richtung der Geschwindigkeit in der Himmelsebene durch Gleichung (7.3)
beschrieben.

Betrachtet man den Inklinationsfall i« = 7/2, so 148t sich die Polarisationssignatur,
welche aus einer Translation und Rotation des Galaxienhaufens entsteht, nur unter der
Bedingung mit Hilfe von Gleichung (7.1) berechnen, dafl die Translationsgeschwindigkeit
parallel zur Rotationsebene liegt: Im allgemeinen dreht sich die Richtung der resultie-
renden Geschwindigkeit 3, = B, 1, + B Rt entlang der Sichtlinie. Deshalb kann man
die Lorentzinvarianz der Polarisation nicht ausnutzen und mufl die gestreuten Stokes-
vektoren fiir jeden Ort einzeln berechnen, was an dieser Stelle zu weit fiihrt.

Fir B8, = (61 1 + B1,mod) €y, wobei e, der Einheitsvektor in y-Richtung ist, erhélt
man aus (7.1)

oo

1

PR = mUT/(ﬁL,Tr+ﬁL,mod)2nedl

—0o0

o0
1
— P+ B+ pgorhin [ BLmeancd (7.20
—00

Hier ist P%‘fg durch (7.3) mit ¢ = 7/2 und Pg(;]t% durch (7.12) gegeben.

Auf Grund der Symmetrie von 3| meq nach Gleichung (7.8) féllt das Integral in
(7.26) weg. Damit ist der Polarisationsgrad bei einer Uberlagerung von Translation in
y-Richtung und Rotation um die x-Achse als die Summe der Einzelbeitrige gegeben:

RJ RJ RJ
PR = PR, 4+ PR = |. (7.27)

Mit v = 1 erhéilt man aus (7.3) und (7.13) fiir die zentrale Polarisation

2 R2 R R? R
T + Be {W + — - (—2 + 1) arctan—}] . (7.28)

2 BJQ_,Tr 2 r2 1. 2 Te

pri_ 1

2
C - 10 TC/BJ_J._\I‘

Ist das Verhiltnis f./81 m < 1, so liefert die Rotation des Galaxienhaufen keinen
merklichen Beitrag zur Gesamtpolarisation.

Die Geschwindigkeit 8 1 liegt bei Galaxienhaufen typischerweise in der Gréfien-
ordnung 10~2. Im Falle reiner Translation ergibt sich daraus im RJ-Bereich eine zentrale
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Abbildung 7.9: Berechnung von 5, 1 aus der zentralen Polarisation nach Gleichung (7.28):

Fiir PCRJ wurde ein Wert von § 7¢ - 10~° angenommen. Die Kurven entsprechen von oben nach

unten Br = 0, 0.001, 0.002 und 0.003. Die Geschwindigkeit 3, 1. wird ohne Beriicksichtigung
der Rotation um bis zu 3% iiberschétzt.

Polarisation von PCRJ ~ 1.6 7. - 107°. Nimmt man nun an, daf diese Polarisation eine
Folge von Translation und Rotation in der oben beschriebenen Weise ist, so 1483t sich die
Translationsgeschwindigkeit mit Hilfe von Gleichung (7.28) in Abhéingigkeit von R und
0O bestimmen. Dabei muf3 aber noch folgendes beachtet werden: (. ist der Betrag der
Rotationsgeschwindigkeit am Kernradius r.. Da die Grofle des Bereichs starrer Rotation

durch den Parameter R festgelegt wird, ist 8. durch
Tc
Be = Br = (7.29)

zu ersetzen. Fiir Ag in der GroSenordnung von 1073 iiberschreitet damit die Rotations-
geschwindigkeit in keinem Fall die Virialgeschwindigkeit des Galaxienhaufens.

In Abbildung 7.9 sind die Ergebnisse einer Berechnung der Geschwindigkeit 3, 1, aus
dem zentralen Polarisationsgrad dargestellt. La8t man die Rotation unberiicksichtigt, so
wird der Betrag von 3, v um bis zu 3% tiiberschéitzt. Bei typischen Pekuliargeschwin-
digkeiten von 3000 — 5000 km/s bedeutet dies einen Fehler von bis zu 90 — 150 km/s.

Betrachtet man nun den Fall ¢ = 0, so 148t sich der Polarisationsgrad auf Grund
der Uberlagerung von Translation und Rotation des Galaxienhaufens im allgemeinen
nur durch Angabe der gestreuten Stokesvektoren im System des Beobachters berech-
nen. Geht man jedoch davon aus, dafl der Bereich starrer Rotation zu einem unendlichen
Zylinder entlang der z-Achse entartet ist (e = 0), so 148t sich die Berechnung der Polari-
sation wieder mit Hilfe von Gleichung (7.1) durchfithren. Wegen der Zylindersymmetrie
kann man die Richtung der Translationsgeschwindigkeit beliebig festlegen. Es wird hier
zur Vereinfachung angenommen, da8 3, 1v parallel zur y-Achse liegt:

Bim=Pimey.

Wie aus einfachen geometrischen Uberlegungen folgt, ist die Rotationsgeschwindigkeit
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B L,mod bel einer Inklination von ¢ = 0 zur Rotationsachse durch

Y
r

BJ_,mod = ﬂl,mod (730)

O 3IR

gegeben, wobei der Betrag 1 mod aus Gleichung (7.17) folgt und r = /22 + y? ist.
Fiir das Betragsquadrat der resultierenden Geschwindigkeit 8, = B 1, + 8| moq in der
Himmelsebene erhélt man somit

X
1BLP =BT 1 + BT smod T+ 2811 BLmod p (7.31)

Dieses ist beziiglich einer Integration iiber z konstant.
Setzt man (7.31) in (7.1), so erhélt man

oo
1

X
PRI = 170°T / (ﬁiﬁ + 7 mod + 268.L,1r BLmod ;) ne dz

—o0
1 2 2 x
= 7(x,y,0) <5L,Tr + 87 mod + 2811 B mod ;) ) (7.32)

Mit (7.2) und (7.17) ist der Polarisationsgrad im RJ-Bereich damit durch

2 .2
1+ fc T—2+2 Pe r fir r<R
1 1 ﬁJ_Tr re 5L,Tr Tc
T m ’
RJZl_OTCﬁiTr§\/ﬁ. (7.33)

tz 2 R? R
N g‘f — +2 b B2 g R<y

ﬁJ_’Tr Te BJ_,Tr Te T

gegeben.

Die Normalenvektoren der Polarisationsebenen liegen parallel zur Richtung von 3 .
Die Richtung von 8, wird durch den normierten Vektor

1 _% ﬁJ.,mod
esg =12 | Brm+ 7 BLmod (7.34)
|18J_| 0

gegeben. Damit liegt die Polarisationsebene in Abhéngigkeit vom Ort in der Himmel-
sebene in der Richtung

1 BL1r + 7 BLmod

Y B1,mod : (7.35)

ep = —
|:6J_| 0

In Abbildung 7.10 wurde die Polarisationssignatur gemifl Gleichung (7.33) darge-
stellt. Die maximale Polarisation ist von der GroBenordnung PRJ ~ 7. . 107°. Diese
Polarisation sollte mit MAP und Planck messbar sein. Der Hauptbeitrag zur Polarisa-
tion entsteht durch die Translation des Haufens relativ zum CMB. Infolge der Rotation
des ICM ergeben sich aber zum einen deutliche Stérungen der Morphologie der Polari-
sationssignatur, zum anderen Drehungen der Polarisationsebenen.
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Abbildung 7.10: Polarisationssignatur bei Uberlagerung von Translation und Rotation fiir
i = 0 nach Gleichung (7.33): Fiir alle Rechnungen wurde 8, 1, = 0.01, :™! = 0.8 und R = r,
angenommen. Die Striche zeigen die Richtung der Polarisationsebenen. Der Grad der Polarisa-
tion wurde durch die Lénge der Striche illustriert. Ergénzend wurde der Grad der Polarisation
in Graustufen untergelegt.

(a) Hier wurde von . = 0.001 ausgegangen. Die Polarisationssignatur weicht kaum von der
durch reine Translation ab.

(b) Hier wurde von 8. = 0.004 ausgegangen. Die Einfliisse der Rotation machen sich nun be-
merkbar: Die Polarisationsebenen liegen nicht mehr parallel zueinander. Das Maximum des
Polarisationsgrads befindet sich nicht mehr im Zentrum des Galaxienhaufens.

Ausblick

Die Rechnungen dieses Abschnitts haben gezeigt, dafi eine Beriicksichtigung der Strom-
ungen des ICM fiir die Polarisationssignatur von Bedeutung ist. Die betrachteten Spezi-
alfiille geben jedoch noch keinen vollsténdigen Aufschluf} iiber die Art der zu erwarten-
den Effekte. Auf der Basis des hier verwendeten einfachen Rotationsmodells liefle sich
ein Programm entwickeln, welches den Fall beliebiger Inklination zur Rotationsachse
und beliebiger Frequenz numerisch berechnet. Durch zusétzliche theoretische Arbeiten,
welche die Ursache und Art der Strémungen des ICM simulieren und niher quantifizie-
ren, konnte das heuristische Rotationsmodell durch numerische Geschwindigkeitsfelder
ersetzt werden. Damit sollten sich Polarisationssignaturen im CMB generell modellieren
lassen.

Genaue Polarisationsmessungen, auf deren Basis sich dann umgekehrt Riickschliisse
auf die zugrunde liegenden Geschwindigkeitsfelder ableiten lieflen, werden neben der
erforderlichen Steigerung der Sensitivitdt der Polarimeter durch verschiedene Effekte
erschwert. Beispielsweise entsteht linear polarisierte Radiostrahlung durch die Streuung
am intergalaktischen Staub. Im Zentrum von Galaxienhaufen befinden sich haufig starke
Radioquellen. Das Streulicht dieser Radioquellen am ICM ist wie die CMBR teilweise
linear polarisiert, ohne dafl dazu Stromungen des ICM nétig sind. Auch das Licht des
Staubes in der Milchstrafe ist teilweise linear polarisiert. Durch den Faraday-Effekt, der
infolge von intergalaktischen Magnetfelder entsteht, kann es zur Drehung der Polarisa-
tionsebenen kommen. Die unterschiedliche Frequenzabhéingigkeit der einzelnen Effekte
sollte jedoch die Moglichkeit bieten, die verschiedenen Ursachen des polarisierten Lichts
im Radiobereich voneinander zu trennen.



Kapitel 8

Zusammenfassung

Im Rahmen dieser Arbeit wurde die Streuung der Photonen des kosmischen Mikrowel-
lenhintergrundes an den freien Elektronen des intergalaktischen Mediums von Galaxien-
haufen untersucht. Dabei wurden konstante translatorische Bewegungen des Haufens
sowie gleichméflige Rotation des Elektronenmediums beriicksichtigt.

Mit Hilfe eines einfachen Rotationsmodells gelang es in Kapitel 6, die relative Inten-
sitdtséinderung der kosmischen Mikrowellenhintergrundstrahlung auf Grund der Streu-
ung am rotierenden Elektronenmedium in Abh#ngigkeit von der Inklination zur Rotati-
onsachse analytisch zu berechnen. Durch eine Modifikation des Rotationsmodells wurde
in Kapitel 7 auch die Berechnung der aus der Rotation folgenden Polarisationssignatur
fiir einige Spezialfille moglich.

Die Ergebnisse der Rechnungen zeigen, dafl durch die Rotation des Elektronenme-
diums in Galaxienhaufen eine morphologische Veréinderung des Temperaturdekrements
auf Grund des Sunyaev-Zeldovich-Effekts entsteht: Die Rotation des Galaxienhaufens
duflert sich in einer Verschiebung des maximalen Temperaturdekrements von einigen
Bogensekunden. Diese Verschiebung sollte durch Vergleich der Rontgen- und Radio-
Morphologie von Galaxienhaufen in Zukunft messbar sein. Der Absolutwert des maxi-
malen Temperaturdekrements wird durch die Rotation des Elektronenmediums jedoch
nicht wesentlich beeinflult (n = f./6. < 0.1).

Des weiteren wird die Polarisationssignatur, welche aus der Translation des Gala-
xienhaufens relativ zum kosmischen Mikrowellenhintergrund in der Himmelsebene folgt,
entscheidend durch eine Rotation des intergalaktischen Mediums von Galaxienhaufen
beeinflufit: Eine Bestimmung der Komponente der Pekuliargeschwindigkeit von Gala-
xienhaufen in der Himmelsebene mufl neben anderen Fehlerquellen eine mogliche Ro-
tation des intergalaktischen Mediums von Galaxienhaufen beriicksichtigen. Durch die
Vernachlissigung einer Rotation mit Maximalgeschwindigkeiten von 1000 kms~—! folgen
aus den Rechnungen relative Fehler fiir den Wert der Geschwindigkeit 3, 1 von bis zu
3%. Bei typischen Pekuliargeschwindigkeiten von 3000 — 5000 kms~! bedeutet dies einen
Fehler im Absolutwert der Geschwindigkeit 3, . von 90 — 150 kms™!.

In Kapitel 5 wurde der Polarisationsgrad der kosmischen Mikrowellenhintergrund-
strahlung, welcher aus der Pekuliarbewegung eines Galaxienhaufens folgt, analytisch
und numerisch behandelt. Dabei wurde eine Niherungsformel fiir den Grad der Pola-
risation im Wien-Bereich des Mikrowellenhintergrundspektrums abgeleitet, welche die
numerischen Ergebnisse bis zu sehr hohen Frequenzen vollstdndig beschreibt. Da der
Grad der Polarisation im Wien-Bereich zunimmt, sollten zukiinftige Missionen auch
diesen Frequenzbereich untersuchen.

MAP und PLANCK werden neue Erkenntnisse iiber das Spektrum der Anisotropi-
en in der Temperatur und der Polarisation des kosmischen Mikrowellenhintergrundes
liefern. Sie werden bei der Durchmusterung des Himmels viele weit entfernte Gala-
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xienhaufen indirekt durch ihr Temperaturdekrement entdecken. Mit Hilfe von genau-
en Polarisationsmessungen liele sich der Stromungszustand der Materie der Galaxien-
haufen in frithen Phasen des Kosmos bestimmen. Das rdumliche Auflosungsvermogen
(MAP: ~ 1°; PLANCK: ~ 10’ ) sowie die Empfindlichkeit der Polarimeter (~ 5-1079)
von MAP und PLANCK sollten eine marginal signifikante Messung der in dieser Arbeit
diskutierten Effekte ermoglichen. Zusétzlich miissen Prézisionsmessungen im Radio-,
Sub-mm- und Roéntgenbereich vorgenommen werden, die die genaue Struktur der Ge-
biete mit Temperaturdekrement auf Sub-Bogensekunden Skalen feststellen. Die Anfor-
derungen an die Empfindlichkeit der Polarimeter zur Auflosung der Effekte moglicher
Rotation sind bis zu Frequenzen von ca. 100 GHz enorm hoch (P ~ 107%) und stellen
deshalb eine Herausforderung an die Instrumentenentwicklung dar. Allerdings verbessert
sich die Situation im Wien-Bereich des Spektrums der kosmischen Mikrowellenhinter-
grundstrahlung um etwa zwei Gréfenordnungen.

Die Ergebnisse dieser Arbeit zeigen, dafl die Stromungen des intergalaktischen Me-
diums von Galaxienhaufen messbare Signaturen im kosmischen Mikrowellenhintergrund
hinterlassen. Sie tragen damit merklich zum astrophysikalischen Vordergrund bei und
miissen folglich bei der Analyse der Messdaten des Anisotropienspektrums beriicksichtigt
werden.



Anhang A

Wichtige Funktionen

A.1 TI'-Funktion

Definition

Die I'-Funktion ist durch das Integral

I'(z) = /tz_le_t dt  fir Rz>0
0

definiert, wobei z eine komplexe Zahl mit positiven Realteil sein muf3.

Eigenschaften
Die hier wichtigen Eigenschaften der I'-Funktion sind:

z+1) = z2T(2)
'n+1) = n! fir neNU{0}
rd) = vr.
Aus (A.2c) kann man durch vollsténdige Induktion
Fn+3) = ggua
herleiten. Hierbei wurde n!! als
nll = 1-3.5...(2n—1)

definiert. [47, 48]

A.2 Modifizierte Besselfunktionen K,, und I,

Definition

Die modifizierte Besselfunktion K, ist durch

(I p(2) = Ip(2))

K -
p(2) 2sin pmw

definiert. Fiir p und z gilt dabei

peER  mit pA0,+1,42, ...
z€C  mit |z| < 00, z ¢ ]|—00,0].

(A1)

(A.2a)
(A.2b)
(A.2¢)

(A.2d)

(A.2e)
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Die Funktion I, ergibt sich aus der Besselfunktion J, durch

s 2\ 2k+q
Lol=) = :kz_: q+l<:—|—1) <§> ’ (A.5)

wobei g reell ist.
Die Funktion K, mit m € Z ergibt sich aus dem Limes

Ro(e) = lim 1) = S (P ) (A.6)

wobei noch 0 < |z| < oo gelten muf. Fiir kleine z divergiert K, wie K, ~ 1(n—1)! (2)™"
mit n € N. Fiir groe Argumente fiillt K, proportional zu e™*. [47, 48]
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